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1 题目链接

https://qoj.ac/contest/532/problem/892

2 题目描述

给一张 n 个点 m + n 条边的图，边有边权 w。其中第 i(1 ≤ i ≤ n) 条边连接点 i 与 (i
mod n) + 1，边权为 109。其他边与边权输入。问两两点之间最小割之和是多少。

n,m ≤ 2 × 104, 1 ≤ w ≤ 104。

3 解题过程

3.1 最小割树

求两两点间最小割是经典问题，可以用最小割树解决。求最小割树有算法Gomory-Hu。
算法流程如下：

维护一棵 n个点的最小割树，最初没有任何边。执行如下函数，传入一个点集 S，最初
调用全集。

1. 若 |S | = 1，则结束递归。
2. 任选 S 中两个不同的点，设为 x, y，在原图上求出它们之间的最小割 cut(x, y)。
3. 设在最小割中 x, y所在点集分别为 U,V，则递归调用 S ∩ U, S ∩ V。
4. 设 p为调用 S ∩U 时连边的两点中，所在点集包含 y的点，q为调用 S ∩ V 时连边的
两点中，所在点集包含 x的点。如果调用的集合大小为 1则直接等于那个唯一的元
素。在最小割树上连接 p, q边权为 cut(x, y)。

最终会计算 n − 1次最小割，建的边构成一棵树。最终任意两点间的最小割即为路径上边权
的最小值。

这里的连边方式不同于一般地直接连接 x, y，因为这样建出的最小割树有更强的性质，
接下来证明两种方式的正确性。

2025 年重庆南开信竞优秀小论文选集 9



《Minimal Cut》解题报告 重庆市南开（融侨）中学 何宇翔

证明. 先给出结论，按照上述方法连成的最小割树，任意两点 x, y路径上所有边对应的割都
能割开 x, y。

设 Cut(A)表示所有恰有一个端点在 A中的边的边权和。根据定义我们可以得到：

Cut(A) +Cut(B) ≥ Cut(A ∩ B) +Cut(A ∪ B)

设某次所选两点 a, b的最小割 cut(a, b)中 a, b所在点集分别为 A, B。u, v ∈ A的最小割
cut(u, v)中 u, v所在点集分别为 U,V。b一定属于 U,V 之一，不妨设 b ∈ V。则 Cut(A ∪ U)
是 a, b的一个割，而 Cut(A ∩ U)是 u, v的一个割。所以：

Cut(A) ≤ Cut(A ∪ U)

Cut(U) ≤ Cut(A ∩ U)

结合之前的结论可以得到 Cut(U) = Cut(A ∩ U)。
再观察函数中的建边方式，如果调用 A集合时所选的点就为 u, v，所连的边为 p, q，其中

p ∈ U而 q, b ∈ V，我们让 q成为 p的父亲。该次函数我们会将 q与 B集合中某点连 cut(a, b)
的边。

根据描述，除了最后连边的两点，其余点恰有一个父节点，不看最后一条边则形成两棵

有根树，设 Tx 为有根树上的子树点集，则 Cut(A ∩ U) = Tp。于是：

cut(u, v) = Cut(U) = Cut(A ∩ U) = Tp

得到结论：最小割树上的一条边将树划分出两个点集就是对应割的一种划分。自然有 x, y路
径上所有边对应的割能割开 x, y。

而任意两点间最小割不可能比路径上的边权都小，否则这个割就会成为一条边了。于

是原图任意两点最小割就是这棵树的最小割，甚至划分出的点集也是相同的，这棵树可以

直接替代原图。我们之后称其为理想最小割树。

我们再证明另一种连接方式的正确性，即在函数第 4步时，改为连接 x, y边权为 cut(x, y)。
称这样连出来的图为一般最小割树。借助理想最小割树，正确性是比较明了的。

将求最小割操作替换为在理想树上找到路径最小值。则过程为：每次取两个点连边，边

权为理想树上路径最小值，再分别完成理想树上边两侧的子问题。则任意两点在理想树上

的路径最小值肯定会出现在一般树的路径上，而不在理想树路径上且比路径最小值更小的

割肯定不会在一般树的路径上。所以，一般最小割树求任意两点最小割是正确的，但是不

能快速给出划分方式。

!
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3.2 算法 1

借助最小割树，我们只需要在静态图上在线地求 n − 1次两点间最小割即可。直接跑网
络流没有优化空间，可以分析图的性质。

称前 n条边权为 109 的边是环边，其余是非环边。

发现 m ×max(w) < 109，意味着要断掉尽量少的环边，也就是两条。源汇点会将环分成

两侧，在每侧都枚举一条环边断掉，此时环会断成两部分，非环边若连接了两部分则也要断

掉，这样就是一个割了。

使用数据结构可以更快地完成一次最小割，把两侧的边看作坐标的两个维度，两侧割

掉的边可以定位平面的一个点，一条非环边会使得 O(1)个矩形增加代价，最小割即为平面
内代价最小点的代价。扫面线并维护线段树可以做到 O

(
(n + m) log n

)
求一次。

3.3 算法 2

每次求最小割时都跑一遍上述方法显然不可取，要避免每次重新建数据结构来维护平

面。分析发现，无论源汇点是什么，若一条非环边在两条环边异侧则需要割掉，否则不用。

于是我们建一个全局的平面，每条边会让 O(1)个矩形增加代价。询问时根据源汇点，查询
的两维都在一个范围内，拆成 O(1)个矩形查询最小值操作。

现在问题为O(m)次矩形加操作后，在线地进行O(n)次矩形查最小值。可以通过猫树分
治来解决。按照某一维分治，每次从分治中心向两侧扫描，并维护区间历史最小值即可。时

间复杂度O(m log2 m+n log n)。不过由于询问在线，需要可持久，空间复杂度也是O(m log2 m)
还带大常数。

再次观察查询的形式，如果源汇点是 l, r(l < r)，需要查询矩形 [1, l) × [l, r), [l, r) × [r, n]。
一定有一维是前缀或者后缀，所以只需要维护从前往后以及从后往前的区间历史最值即可，

同样要可持久。维护的时空复杂度都降为 O(m log m)。可以通过此题。
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