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1 题目链接

https://qoj.ac/contest/1009/problem/4801

2 题目描述

将 W × H 的矩形放在网格图上，四个顶点必须落在格点上，若两种放置方法可以通过
平移而重合则只算一种情况，问所有情况中，完全被矩形包含的 1 × 1矩形的个数总和，对
998244353取模。询问 T 次。

H,W ≤ 1018,T ≤ 104 ，max(H,W) > 109 的询问不超过 10组。
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3 解题过程

直接求解较为困难，但似乎满足 a2 + b2 = H2 的 (a, b)比较少，考虑将其全部找出。

3.1 高斯整数

设 n = H2。就是要解如下方程 a2 + b2 = n。在实数范围内做都不好处理，考虑在高斯整
数意义下解决。

高斯整数就是形如 a + bi的复数，其中 a, b ∈ Z。高斯整数的加、减、乘运算是封闭的，
而且还可以带余除法和求 gcd。

对于高斯整数 α = a + bi记 N(α) = a2 + b2 为 α的范数。本题就是求范数为 n的高斯整
数的 (|a|, |b|)。简单推导得 N(a) × N(b) = N(a · b)。

若 ε ∈ {1,−1, i,−i}为单位，高斯整数 α, β满足 α · ε = β则称 α, β相伴。显然相伴的高斯
整数的范数相同，而无序对

( |a|, |b| )也相同，所以相伴的只需要计算一个即可。
若一个高斯整数不为单位且只能被单位和它的相伴整除，则称它为高斯素数。高斯整

数同样有唯一分解定理，可以分解为若干高斯素数乘积。

对于任意高斯整数 α, β，且 β ! 0，存在高斯整数 γ, λ使得

α = γβ + λ,N(λ) < N(β)

设复数 a+bi = α
β
(a, b ∈ Q)，取整数 c, d满足 |a−c| ≤ 0.5 |b−d| ≤ 0.5。取 γ = c+di, λ = α−γβ，

一定合法。然后就可以辗转相除求高斯整数意义下的 gcd了。
关于高斯整数更多结论和推导，读者可以自行查阅资料。[1]

3.2 质数分解

现在考虑 n为质数的情况。
若 n = 2，分解得 n = (1 + i)(1 − i)。而两者相伴，只有一组解 (1, 1)。
若 n = 4k+3，无解。因为任意平方数 x2 ≡ 0 or 1 (mod 4)，所以 a2 +b2不可能为 4k+3。
若 n = 4k+ 1，有唯一分解 a · b = n。由于有唯一分解定理，只需要再说明分解出的两个

数不能继续分解即可。若 a可以继续分解成 c · d，则 N(c) ·N(d) = N(a)为质数，则 c, d中有
单位，矛盾。可知 a, b为共轭高斯素数。我们可以通过如下方法来找到这组解：取 t2 + 1 ≡ 0
(mod n)。则 t + i, t − i分别为 a, b的倍数，让 a = gcd(n, t + i)即可。t可以通过二次剩余来
找，或者随机一个 x再让 t = x n−1

4 ，根据费马小定理 t4 ≡ 1 (mod n)，此时有一半概率满足
t2 + 1 ≡ 0 (mod n)。
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3.3 合数分解

先将 n分解质因数。依次考虑每个质因数为最终的高斯整数ᨀ供的因式。设现在考虑
到了 p，次数为 r。

若 p = 2，可以ᨀ供 (1 + i)c(1 − i)r−c，但 c无论是什么，将相伴的数去重后只有一种。
若 p = 4k + 3，则 r必为偶数否则无解，且只能有 p r

2 一种情况。

若 p = 4k + 1，设 p = (a+ bi)(a− bi)。可以则ᨀ供 (a+ bi)c(a− bi)r−c共 c+ 1种不同的情
况。

将所有质因数ᨀ供的因式相乘即可得到一组合法解。我们可知，一个正整数能被表示为

a2 + b2当且仅当它的 4k + 3型质因子次数都为偶数。而一个有解的数的解的个数为：4k + 1
型质因数次数的乘积。

这里可以通过 dp等方法来计算一个 1018以内的数，它的平方有几组解。求得解数不超

过 106 ，而 109 以内最多有约 103 个，完全可以枚举。注意分解质因数要用 pollard-rho算
法1，这里不再细说。

3.4 答案计算

回到原问题，得到 a2 + b2 = H2 后，将矩形摆到平面上。

设 A(0, 0), B(a, b),C(a+ c, b+d),D(c, d)，ABCD形成矩形，c, d可以通过 a, b,W解出。要
计算完全被矩形包含的小正方形数量。

可以直接用类欧计算形如
∑& qi

p '的式子。
也可以直接计算，发现被长为 H的线穿过的网格有 h = a + b − gcd(a, b)个，被长为 W

的线穿过的网格有 w = c + d − gcd(c, d)个。所以在内部的小正方形数量为 HW − (h + w)/2。
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1pollard-rho算法详细介绍
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