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1 One, Two, Three
1.1 题目来源

44th Petrozavodsk Programming Camp (2023 Winter), Day 2. GP of ainta, Problem
C1.

1.2 题目大意

给定一个长度为 N 的数列 A0, A1, · · · , AN−1，保证 Ai ∈ {1, 2, 3}。定义有序三元组
(i, j, k) 是 .好 .的当且仅当 i < j < k 且其满足以下两个条件之一：

• Ai = 1, Aj = 2, Ak = 3；

• Ai = 3, Aj = 2, Ak = 1。

请选出若干个 .好 .的有序三元组 (a0, b0, c0), (a1, b1, c1), · · ·，需要保证每个元素最多只
出现在一个三元组中（即 ai, bi, ci 两两不同），请求出选出的有序三元组的最大数量并输

出方案。

1.3 数据范围

保证 1 ≤ N ≤ 6× 105。

1.4 解题方法一

称满足 Ai = 1, Aj = 2, Ak = 3的三元组 (i, j, k)为第一类三元组，满足 Ai = 3, Aj =

2, Ak = 1 的三元组 (i, j, k) 为第二类三元组，记两类三元组的个数分别为 X,Y。下文

中讨论合法的 X,Y（即存在一种选出 X 个第一类三元组 与 Y 个第二类三元组的方案）

需要满足的条件。

记 xi, yi, zi 分别表示数列 A 在下标范围内 [0, i) 之内 1, 2, 3 的个数，显然需要满足

X + Y ≤ min({xN , yN , zN})。
考虑数列 A 中的所有 1，它们可以作为第一类三元组的 Ai 出现，也可以作为第二

类三元组的 Ak 出现；数列 A 中的所有 3，它们可以作为第一类三元组的 Ak 出现，也

可以作为第二类三元组的 Ai 出现。

定理 1.4.1. 对于任意 X,Y，若存在一种选出 X 个第一类三元组与 Y 个第二类三元组

的方案，则存在一种方案使得第一类三元组的 Ai 为 A 中的前 X 个 1，Ak 为 A 中的后

X 个 3，第二类三元组的 Ai 为 A 中的前 Y 个 3，Ak 为 A 中的后 Y 个 1。

证明. 假设 A 中的所有 1 的下标从小到大排序后依次为 p0, p1, · · · , pxN−1，所有 3 的下

标从小到大排序后依次为 r0, r1, · · · , rzN−1。
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对于一种方案，记X个第一类三元组依次为 (a0, b0, c0), (a1, b1, c1), · · · , (aX−1, bX−1, cX−1)，

Y 个第二类三元组依次为 (d0, e0, f0), (d1, e1, f1), · · · , (dY−1, eY−1, fY−1)，则将第 i个第一

类三元组 (ai, bi, ci)调整为 (prankai , bi, rzN−X+rankci)，将第 i个第二类三元组 (di, ei, fi)调

整为 (rrankdi , ei, pxN−Y+rankfi)。其中 rankai表示 a中小于 ai的元素个数，rankci, rankdi, rankfi
类似分别表示 c, d, f 中小于 ci, di, fi 的元素个数。

由于 X + Y ≤ min({xN , yN , zN})，所以在调整过后仍不存在一个元素被使用两次。
且在调整后，b 和 e 没有发生变化而 a 和 d 每一项均不增加，c 和 f 每一项均不减少。

因此调整后题目所述性质仍成立，且在调整后符合定理内容，原命题得证。

在下文中，我们记 p0, p1, · · · , pX−1 表示 A 中前 X 个 1 的下标从小到大排序排

序后的结果，q0, q1, · · · , qX−1 表示 A 中后 X 个 3 的下标从小到大排序排序后的结果，

r0, r1, · · · , rY−1 表示 A 中前 Y 个 3 的下标从小到大排序排序后的结果，s0, s1, · · · , sY−1

表示 A 中后 Y 个 1 的下标从小到大排序排序后的结果,
定理 1.4.2. 对于任意 X,Y，若存在一种选出 X 个第一类三元组与 Y 个第二类三元组

的方案，一定存在一种方案使得对于任意 i ∈ [0, X)，pi 与 qi 在同一个第一类三元组中；

且对于任意 i ∈ [0, Y )，ri 与 si 在同一个第二类三元组中。

证明. 考虑当存在第一类三元组 (pi, a, qj) 与 (pk, b, ql) 且 i < k, j > l 时，将 pi 改为与

ql 配对，将 pk 改为与 qj 配对：

• 当 a < ql 时，将三元组调整为 (pi, a, ql) 以及 (pk, b, qj)；

• 当 a > ql 时，将三元组调整为 (pi, b, ql) 以及 (pk, a, qj)。

容易证明在调整过后方案仍符合条件。

当 pi 与 qj 配对时，记 ri = j，则上述 (i, j) 和 (k, l) 的对数就等价于 r 的逆序对数

量。而一次交换等价于交换一对逆序对，因此 r 的逆序对数量一定会减少。因此，在有

限次调整内，必然可以使得 r 的逆序对数变为 0。此时，对于任意 i ∈ [0, X)，pi 与 qi

在同一个第一类三元组中。

同样的，可以证明存在一种方案使得对于任意 i ∈ [0, Y )，ri 与 si 在同一个第二类

三元组中。

此时，我们已经得到了所有三元组的始末元素，只有中间的元素需要确定。由于仍

需确定的元素只有一种，且约束条件仅有位置之间的相对顺序。因此考虑一张二分图，

左部点对应 X + Y 个已经确定的区间（对于第一类三元组，对应区间为 [pi, qi]；对于第

二类三元组，对应区间为 [ri, si]），右部点对应 yN 个元素 2 的下标，两个点之间有连边

当且仅当右部点对应下标在左部点对应的区间内。那么有解当且仅当存在一个包含了全

部左部点的匹配。

引理 1.4.3 (Hall 定理). 对于一张有着 N 个左部点和 M 个右部点的二分图 G，对左部

点集合 S，记 N(S) 表示右部点中所有与至少一个 S 相连的点构成的集合，那么图 G

存在一个所有左部点的匹配当且仅当对于任意左部点集合 S，均有 |N(S)| ≥ |S|。
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引理 1.4.4 (Hall 定理的等价形式). 对于一张有着 N 个左部点和 M 个右部点的二分图

G，对右部点集合 T，记 f(T ) 表示满足相连节点是 T 的子集的左部点的数量，那么图

G 存在一个所有左部点的匹配当且仅当对于任意右部点集合 T，均有 f(T ) ≤ |T |。

因此，我们只需要判断是否存在一个右部点集合 T 使得 f(T ) > |T | 即可。事实上，
我们只需要考虑一部分 T。

为了方便描述，对于一个右部点集合 T，定义 min(T ) 表示 T 中每个节点对应下标

的最小值，min(T ) 表示 T 中每个节点对应下标的最大值。

引理 1.4.5. 对于上文中提到的二分图以及非空右部点集合 T1, T2，若存在对应下标为 x

的右部点 x 使得 max(T1) < x < min(T2)，则 f(T1 ∪ T2) = f(T1) + f(T2)。

上述结论的证明仅需对于 S中的每一个 x分别证明 [N({x}) ⊆ (T1 ∪ T2)] = [N({x}) ⊆
T1] + [N({x}) ⊆ T2] 即可，在此略去。

定义一个非空右部点集合 T 是 .连 .续 .的当且仅当不存在 x 使得 x 为某一右部点对应

下标且下标 x 对应右部点不在 T 中出现，并且满足 min(T ) < x < max(T )。
定理 1.4.6. 对于上文中提到的二分图，若存在右部点集合 T 满足 f(T ) > |T |，则必然
存在一个 .连 .续 .的集合 T 满足 f(T ) > |T |。

证明. 任取一极小的满足 f(T ) > |T | 的右部点集合 T，即不存在 T 的真子集 T ′ 满足

f(T ′) > |T ′|。
若 T 不是 .连 .续 .的，任取一上述定义中的 x，将 T 中对应下标小于 x 的节点划分为

集合 T1，其余节点划分为 T2。由 1.4.5，有 f(T ) = f(T1) + f(T2)，由于 T1, T2 均不能作

为 T ′ 满足 f(T ′) > |T ′|，因此 f(T1) ≤ |T1|, f(T2) ≤ |T2|，故 f(T ) ≤ |T |，矛盾！
因此，此时 T 必然是 .连 .续 .的。

所以，我们只需考虑所有 .连 .续 .的集合 T 即可。显然，存在这样的 T 满足 f(T ) > |T |
等价于存在区间 [L,R) 使得下标在 [L,R) 内 2 的个数小于对应区间完全包含在 [L,R)

内的左部点的个数。

对于前者，下标在 [L,R) 内 2 的个数等于 yR − yL。考虑后者的计算，其可以被分

为区间 [pi, qi] 和区间 [ri, si] 两个部分分别计算。

对于前半部分，由于 p, q 的单调性，其等于区间总数减去左端点小于 L的区间数量

再减去右端点大于等于 R 的区间数量并对 0 取 max 后的结果，即 max(X − xL − (zN −
zR), 0)。

同理，对于后半部分，满足条件的区间共有 max(Y − zL − (xN − xR), 0) 个，因此

X,Y 合法当且仅当对于任意区间 [L,R)，均有 yR − yL ≥ max(X − xL − (zN − zR), 0) +

max(Y − zL − (xN − xR), 0)。

将最大值运算展开，上式可被拆为四个限制：

• yR − yL ≥ 0；

• yR − yL ≥ X − xL − (zN − zR)；

• yR − yL ≥ Y − zL − (xN − xR)；
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• yR − yL ≥ X − xL − (zN − zR) + Y − zL − (xN − xR)。

显然第一个式子恒成立，而我们可以通过第二个式子求出 X 的上界，通过第三个

式子求出 Y 的上界，通过第四个式子求出 X + Y 的上界。具体的，这三个上界均可通

过移项将 L,R 独立后在 O(N) 的时间复杂度内计算。

此时，我们即可求出 X + Y 的最大可能值并求出此时一组可能的 X,Y，再使用上

文所提及的方法构造方案即可，总时间复杂度 O(N)。

1.5 解题方法二

构造根据序列 A 构造长度同为 N 的数组 A′，对于 i ∈ [0, N)：

• 若 Ai = 2，则 A′
i = 2；

• 若 Ai (= 2，记 C1 =
N−1)
j=0

[Aj = 1], C2 =
i)

j=0
[Aj (= 2]：

– 若 C2 ≤ C1，则 A′
i = 1；

– 若 C2 > C1，则 A′
i = 3。

上述变换，可以简单的理解为 A′ 中值 2 的元素不变，对于其余元素从小到大排序。

记对于原问题的任意一组最优解为 (a0, b0, c0), (a1, b1, c1), · · · , (ar−1, br−1, cr−1)。

考虑以下问题：在 A′ 中选出尽可能多的不交有序三元组 (i, j, k)，满足 ai = 1, aj =

2, ak = 3。将该问题的任意一组最优解记为 (a′0, b
′
0, c

′
0), (a

′
1, b

′
1, c

′
1), · · · , (a′r′−1, b

′
r′−1, c

′
r′−1)。

在下文中，我们证明 r = r′ 并给出关于双向转化的构造。

定理 1.5.1. r′ ≥ r。

证明. 只需证若原问题有解 (a0, b0, c0), (a1, b1, c1), · · · , (ar−1, br−1, cr−1)，则新问题有 r′ =

r 的解。

考虑长度为 N 的数列 B，其由如下方式生成：

• 初始时，令 B = A；

• 依次考虑 i = 0, 1, · · · , r − 1，如果 Aai = 3 且 Aci = 1 则交换 Bai , Bci。

那么，三元组 (a0, b0, c0), (a1, b1, c1), · · · , (ar−1, br−1, cr−1) 在数列 B 上即对应了若干

个 Ai = 1, Aj = 2, Ak = 3 的有序三元组。

记所有 Bi = 3且 Ci = 1的下标排序后构成了数列 p0 < p1 < · · · < p|p|，所有 Bi = 1

且 Ci = 3 的下标排序后构成了数列 q0 < q1 < · · · < q|q|，显然有 |p| = |q|。
由于对于任意前缀 i ∈ [1, n]，B 中 [0, i) 中 1 的个数均小于等于 C 中 [0, i) 中 1 的

个数且 2 的个数相等，因此 [Bi = 3 ∧ Ci = 1]− [Ci = 1 ∧ Bi = 3] 的前缀和非负。

因此，可以证明必然有 pi < qi(0 ≤ i < |p|)。下文中，我们称 pi .对 .应 qi，qi .对 .应 pi。

显然每个位置最多只 .对 .应一个数且仅被自己所对应的数 .对 .应（如果存在的话）。简记 x

.对 .应 y 为 f(x) = y。

此时，我们即可构造如下三元组 (a′0, b
′
0, c

′
0), (a

′
1, b

′
1, c

′
1), · · · , (a′r′−1, b

′
r′−1, c

′
r′−1)，其中

r′ = r，依次考虑每一个 i ∈ [0, r)：

• 若 Cai = 1, Cci = 3，则令 (a′i, b
′
i, c

′
i) = (ai, bi, ci)；
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• 若 Cai = 1, Cci = 1，则令 (a′i, b
′
i, c

′
i) = (ai, bi, f(ci))；

• 若 Cai = 3, Cci = 3，则令 (a′i, b
′
i, c

′
i) = (f(ai), bi, ci)。

显然调整后的数列仍满足 a′i < b′i < c′i 且 Aa′i
= 1, Ab′i

= 2, Ac′i
= 3，并且可对 a′, b′, c′

分别证明其中元素两两不同，故原命题成立。

定理 1.5.2. r ≥ r′。

证明. 只需证若新问题有解 (a′0, b
′
0, c

′
0), (a

′
1, b

′
1, c

′
1), · · · , (a′r−1, b

′
r−1, c

′
r−1)，则原问题有 r =

r′ 的解。我们用如下方式生成 r′ 个三元组 (ai, bi, ci)。

将所有满足 Aa′i
(= Ac′i

的数对 (a′i, b
′
i, c

′
i)提取出来作为原问题的三元组，并将剩余三

元组分为 Aa′i
= Ac′i

= 1 以及 Aa′i
= Ac′i

= 3 两类。

对于两个三元组 (a′i, b
′
i, c

′
i) 以及 (a′j, b

′
j, c

′
j) 且 Aa′i

= Ac′i
= 1, Aa′j

= Ac′j
= 3，则有大

小关系 a′i < b′i < c′i < a′j < b′j < c′j，故可构造两个新的三元组 (a′i, b
′
i, a

′
j) 与 (c′i, b

′
j, c

′
j)。

重复上述操作至只剩一种三元组，可以不失一般性的假设为仅剩 Aa′i
= Ac′i

= 1 一

类，假设共有 c 个，则显然此时剩余至少 c 个位置 x 满足 Ax = 3。

任取 c 个位置并将它们与这些三元组一一对应，假设三元组 (a′i, b
′
i, c

′
i) 对应位置 xi：

• 若 xi < b′i，则添加有序三元组 (xi, b′i, c
′
i)；

• 若 xi > b′i，则添加有序三元组 (a′i, b
′
i, xi)。

显然生成的三元组的数量等于 r′ 且符合题目所述条件，原命题得证。

定理 1.5.3. r = r′。

证明. 由 1.5.1 和 1.5.2 立刻得出。

此时，我们将原问题的求解转化为了 r′ 以及对应的 a′, b′, c′ 的求解。这是信息学竞

赛中的经典问题，可以使用贪心在 O(N) 的时间复杂度内简单求解。

上述根据 a′, b′, c′ 得到 a, b, c 的构造也可以在 O(N) 内简单求得。综上所述，本题

在 O(N) 的时间复杂度内得解。
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