
Petrozavodsk Summer 2021 Day 2 — Problem G: Permutation

CFG

1 题目大意

原题链接：QOJ 题面

给定一个 1 → n 的排列 ω。把每个整数 k 视为一个“可展开的数”，其展开规则为：将 k 替换

为集合 {1, 2, . . . , k} 按照 ω 在该集合上的相对顺序排列得到的长度为 k 的序列。

记号“↑”表示对一个数执行一次“展开”操作。

例如 n = 4, ω = (1, 4, 3, 2) 时

1 ↑ [1], 2 ↑ [1, 2], 3 ↑ [1, 3, 2], 4 ↑ [1, 4, 3, 2].

从单个起始数 n 开始，迭代应用上述规则 s 次，得到一个整数序列。

给出 q 个询问 (k, a)，每次问：最终序列的前 a 个数中，整数 k 出现了多少次？

输入 第一行 n, s, q。第二行给出排列 ω。接下来 q 行，每行 k, a。

输出 按输入顺序依次输出每个询问的答案。

2 数据范围

• 2 ↓ n ↓ 10
5，1 ↓ s ↓ 5，1 ↓ q ↓ 2↔ 10

5；

• 1 ↓ k ↓ n，1 ↓ a ↓ 10
9（保证不超过最终长度）；

• 时间限制 7 秒，内存限制 1024 MB。

3 记号与基本性质

记 Et(x) 为从单个起始数 x 出发进行 t 次展开后得到的序列，

Lt(x) = |Et(x)| 为其长度。定义：对 x ↗ 1，E0(x) = [x]，故 L0(x) = 1。

约定对一切 t ↗ 0 有 Et(0) = [ ] 为空序列，于是 Lt(0) = 0。

记 1(·) 为指示函数，谓词为真取 1，否则取 0。

记号“↘”表示序列拼接：对任意序列 A,B，A↘B 为先接 A 再接 B 的序列；并定义

∥∥m
i=1

Si := S1↘S2↘ · · · ↘Sm,

其中“↘”满足结合律。

对 k ↗ 1，令 ε
(k) 表示“把排列 ω 限制到集合 {1, . . . , k} 并保持相对次序”的排列；于是
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Et(k) = Et→1(ε
(k)
1 ) ↘ Et→1(ε

(k)
2 ) ↘ · · · ↘ Et→1(ε

(k)
k ),

特别地 Et(n) =
∥∥n
i=1

Et→1(ωi)。

引理 1 (长度递推). 对任意 t ↗ 1, x ↗ 1，有递推：

Lt(x) = Lt(x≃ 1) + Lt→1(x).

边界条件为：

Lt(0) = 0 (t ↗ 0), L0(x) = 1 (x ↗ 1).

从而对一切 t ↗ 0, x ↗ 1，

Lt(x) =

(
x+ t≃ 1

t

)
.

证明. 由定义与拼接可得：

Et(x) =
∥∥x
i=1

Et→1(ε
(x)
i ),

从而

Lt(x) =

x∑

i=1

Lt→1(ε
(x)
i ),

其中 {ε
(x)
i } 是 {1, . . . , x} 的重排，故

x∑

i=1

Lt→1(ε
(x)
i ) =

x∑

i=1

Lt→1(i).

这与所给递推、边界等价：将上式与 x ≃ 1 的形式相减得 Lt(x) = Lt(x ≃ 1) + Lt→1(x)；显然

Lt(0) = 0，且 t = 0 时 L0(x) = 1。

由 Lt(0) = 0 与递推在 x = 1 上的代入得 Lt(1) = Lt→1(1)，配合 L0(1) = 1 可知 Lt(1) = 1。

设

F (t, x) =

(
x+ t≃ 1

t

)
.

下面对 t 归纳证明 Lt(x) = F (t, x) 对所有 x ↗ 1 成立。

基例 t = 0： L0(x) = 1 = F (0, x)。

归纳步： 设对 t≃ 1 已成立。利用递推，

Lt(x) = Lt(x≃ 1) + Lt→1(x) = F (t, x≃ 1) + F (t≃ 1, x).
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将 F 写成组合数：

F (t, x≃ 1) + F (t≃ 1, x) =

(
x+ t≃ 2

t

)
+

(
x+ t≃ 2

t≃ 1

)
.

由帕斯卡恒等式
(a
b

)
=

(a→1
b

)
+

(a→1
b→1

)
（取 a = x+ t≃ 1, b = t）可得

(
x+ t≃ 2

t

)
+

(
x+ t≃ 2

t≃ 1

)
=

(
x+ t≃ 1

t

)
.

再将结果写回 F，得

F (t, x≃ 1) + F (t≃ 1, x) = F (t, x).

故 Lt(x) = F (t, x)。

引理 2 (目标值出现次数). 设 t ↗ 0, x ↗ 0, y ↗ 1。记 Ct(x⇐y) 为 Et(x) 中数字 y 的出现次数，

约定对一切 t ↗ 0 有 Ct(0⇐y) = 0。则

Ct(x⇐y) =






1(x=y), t = 0,

0, t ↗ 1 且 x < y,

Lt→1(x≃ y + 1) =

(
x≃ y + t≃ 1

t≃ 1

)
, t ↗ 1 且 x ↗ y.

证明. 由拼接：

Et(x) =
∥∥x
i=1

Et→1(ε
(x)
i ),

故

Ct(x⇐y) =

x∑

i=1

Ct→1(ε
(x)
i ⇐y) =

x∑

i=1

Ct→1(i⇐y).

当 i < y 时，Et→1(i) 的元素均不超过 i，因此 Ct→1(i⇐y) = 0，故下限可改为 y。于是对 x ↗ y 有

递推

Ct(x⇐y) = Ct(x≃ 1⇐y) + Ct→1(x⇐y),

且边界为

Ct(y ≃ 1⇐y) = 0 (t ↗ 0), C0(x⇐y) = 1(x=y).

设

Gt(x) =






1(x=y), t = 0,

0, t ↗ 1 且 x < y,
(
x≃ y + t≃ 1

t≃ 1

)
, t ↗ 1 且 x ↗ y,

对 t 归纳可得 Ct = Gt：基例 t = 0 成立；归纳步对 t ↗ 1 与 x ↗ y，

Gt(x≃ 1) +Gt→1(x) =

(
x≃ y + t≃ 2

t≃ 1

)
+

(
x≃ y + t≃ 2

t≃ 2

)
=

(
x≃ y + t≃ 1

t≃ 1

)
= Gt(x).

从而结论成立。
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4 详细做法

约定 任意一层递归中，所有“线段树上二分”“区间求和”等操作，均在该层起始数所对应的数

值前缀版本 Rx0 上进行。这里 Rx 定义为：仅把排列 ω 中“数值 ↓ x” 的元素，按其原排列位置

插入线段树（其余位置权为 0）。特别地，约定 R0 为全零版本（所有位置权值为 0）。这与从起始

数 x 展开时，一级只会出现 ↓ x 的数相一致。

4.1 结构

设排列位置为叶节点索引，叶上存放其值 v。在线段树每个节点维护两类可加型向量：

(
L0(v), L1(v), . . . , Ls(v)

)
,

(
v
0
, v

1
, . . . , v

s
)
,

其中 Lt(v) =
(v+t→1

t

)
（见引理 1）。按数值从小到大（1 ⇒ n）依次插入，得到持久化版本链

{Rx}
n
x=0。

基于版本 Rx，对任意区间 [l, r] 与整数 d ↗ 0、u ⇑ {0, 1, . . . , s}，定义

PowSumd(Rx; [l, r]) :=

r∑

i=l

1(ωi↑x) (ωi)
d
, LenSumu(Rx; [l, r]) :=

r∑

i=l

1(ωi↑x) Lu(ωi),

二者分别由上述两类向量支持加法维护与区间查询。

4.2 状态

定义：

Anst(x0,m; k) =“Et(x0) 的前 m 个元素中，数字 k 的出现次数”

所求为 Anss(n, a; k)。

4.3 二分

对 t ↗ 1，令

w
(x0)
i := 1(ωi↑x0) · Lt→1(ωi), P0 := 0, Pj :=

j∑

i=1

w
(x0)
i = LenSumt→1(Rx0 ; [1, j]) (j ↗ 1).

在版本 Rx0 上，对权数组 {w
(x0)
i } 的前缀和数组 {Pi} 做二分，找最小位置

pos 使得 Ppos > m.

若不存在，则不存在残块，查询的是整个展开后的序列；此时取

p = n, r = 0, xnext = 0.

若存在，则令

p = pos≃ 1, r = m≃ Ppos→1, xnext = ωpos.
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引理 3 (分块唯一性). 对任意固定的 t ↗ 1, x0 ↗ 1 与 m ↗ 0，上述定义的 w
(x0)
i ↗ 0 使得前缀和

数组 Pj 非减。若存在 pos 使 Ppos > m，则必有 w
(x0)
pos > 0 且 0 ↓ r < w

(x0)
pos 。此时由 (p, r) 给出

的“[1, p] 内完整块 + 第 pos 块的长度为 r 的前缀”分解是唯一的；若不存在 pos，则唯一地取

p = n, r = 0, xnext = 0。

证明. 由 pos 的最小性有 Ppos→1 ↓ m < Ppos = Ppos→1 +w
(x0)
pos ，故 w

(x0)
pos > 0 且 r = m≃Ppos→1 满

足 0 ↓ r < w
(x0)
pos 。设存在另一分解 (p

↓
, r

↓
)对应某 pos

↓。若 pos
↓
↓ pos≃1，则 Ppos→ ↓ Ppos→1 ↓ m，

与“第 pos
↓ 块被截断”矛盾；若 pos

↓
↗ pos+1，则 Ppos→1 < m < Ppos ↓ Ppos→→1，与“前 pos

↓
≃1

块全取完”矛盾。故 pos
↓
= pos 且由 m = Ppos→1 + r = Ppos→1 + r

↓ 得 r
↓
= r。唯一性成立。

4.4 完整块

由引理 2，对任意 t ↗ 1 与 x ↗ k，

Ct(x⇐k) =

(
x≃ k + t≃ 1

t≃ 1

)
=

t→1∑

i=0

ci x
i
,

其中系数 ci 仅依赖于 t, k。记

S
(x0)
p,k =

{
x
∣∣ 其在 ω 中的位置 ↓ p, k ↓ x ↓ x0

}
,

则位置 [1, p] 内完整块的总贡献为

∑

x↔S(x0)
p,k

Ct(x⇐k) =

t→1∑

i=0

ci

∑

x↔S(x0)
p,k

x
i
.

为避免在 Rx0 上查询时混入超出阈值的元素，查询时对同一查询参数与同一区间取两个版本的差，

即 ∑

x↔S(x0)
p,k

x
i
= PowSumi(Rx0 ; [1, p])≃ PowSumi(Rk→1; [1, p]).

4.5 残块

若存在残块，还需统计 Et→1(xnext) 的前 r 个元素中 k 的出现次数。此时递归到

Anst→1(xnext, r; k),

若 xnext < k 或 r = 0 则该项为 0。若不存在残块，则无此项。

4.6 递推

综上，对 t ↗ 1 有

Anst(x0,m; k) =

∑

x↔S(x0)
p,k

Ct(x⇐k) + 1(r>0 且 xnext↗k) ·Anst→1(xnext, r; k)

其中 p, r, xnext 依上述规则确定。
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4.7 边界

Ans0(x0,m; k) =





1, m ↗ 1 且 x0 = k,

0, 否则,

若进入某层时 k > x0 或 r = 0，则直接返回 0。

5 正确性证明

引理 4 (块求和). 设 t ↗ 1、S
(x0)
p,k = {x |其在排列中的位置 ↓ p, k ↓ x ↓ x0}. 则

∑

x↔S(x0)
p,k

Ct(x⇐k) =

t→1∑

i=0

ci

∑

x↔S(x0)
p,k

x
i
,

其中 ci 由恒等式
(x→k+t→1

t→1

)
=

∑t→1
i=0 cix

i 给出。集合 S
(x0)
p,k 的逐幂和可通过“版本 Rx0 与版本

Rk→1 的差分”在区间 [1, p] 上实现，即 PowSumi(Rx0 ; [1, p])≃ PowSumi(Rk→1; [1, p])。

定理 1 (算法正确性). 对任意 t ↗ 1、x0 ↗ 1、前缀长度 m ↗ 0 与目标数 k，按引理 3 的分块分解，

恒有

Anst(x0,m; k) =

∑

x↔S(x0)
p,k

Ct(x⇐k) + 1(r>0 且 xnext↗k) ·Anst→1(xnext, r; k),

递归边界为 t = 0 或早停情形 k > x0 或 r = 0。与定义一致，故成立。特别地，最终答案为

Anss(n, a; k)。

6 复杂度分析

构建可持久化结构时，每次插入在 O(log n) 条路径上维护 !(s) 个分量，故

建树时间 O(n s logn), 空间 O(n s log n).

单次询问：

• 线段树上二分：每层一次 O(log n)，共 s 层，合计 O(s log n)；

• 逐幂区间和：每层查询 !(s) 个分量，O(s log n)；乘以 s 层为 O(s
2
log n)；

• 多项式系数：每层 O(s
2
)，共 s 层为 O(s

3
)。

总时间

O
(
n s log n+ q(s log n+ s

2
log n+ s

3
)
)
.
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