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Tresé

Mamy dany graf o n wierzchotkach i m krawedziach, ktorego wierzchotki sa pokolorowane na k
koloréw. Chcemy wiedzie¢, czy jest mozliwe uzyskanie tego kolorowania, jesli zaczniemy od grafu,
w ktorym wszystkie wierzchotki sg niepokolorowane, a nastepnie kazdym kolorem doktadnie raz
pomalujemy pewien spéjny podzbior wierzchotkow (kolejnosé kolorow moze byé¢ dowolna — nie jest
podana).

Rozwigzanie

Bedziemy odtwarzaé kolejnos¢é kolorowania od korica. Wierzcholki, ktére zostaly pokolorowane
ostatnim z uzytych koloréw, nie zostaly juz pozniej przekolorowane, tworza zatem spojny frag-
ment grafu. Jesli chodzi o kolor przedostatni, to wierzchotki nim kolorowane mogly zosta¢ pdzniej
przekolorowane na kolor ostatni. Zatem w w grafie z pozostawionymi wierzchotkami jedynie kolo-
row przedostatniego i ostatniego wszystkie wierzchotki przedostatniego koloru sa w jednej spojnej
sktadowej. Podobnie dla kazdego innego koloru c: w grafie z pozostawionymi wierzchotkami ko-
loru ¢ oraz koloréw uzytych poézniej wszystkie wierzcholki koloru ¢ musza byé¢ w jednej spdjnej
sktadowej. Zauwazmy ponadto, ze jezeli jaki§ kolor ¢ spelnia ten warunek dla jakiegos zbioru
X kolorow wzietych pozniej, to bedzie go nadal spelial jesli jako kolory pdzniejsze wezmiemy
jakikolwiek nadzbiér Y zbioru X. Mozemy wiec zaczaé od grafu z wszystkimi wierzchotkami po-
kolorowanymi. Nastepnie, dopoki istnieje kolor ¢ o takiej wlasnosci, ze w podgrafie zawierajacym
tylko wierzcholki koloru ¢ oraz wierzchotki niepokolorowane wszystkie wierzchotki koloru ¢ sa w
jednej spojnej sktadowej, zmieniamy status wszystkich wierzchotkéw koloru ¢ na ,niepokoloro-
wany”. OdpowiedZ to TAK wtedy i tylko wtedy, gdy udalo nam sie w ten sposob dostaé graf, w
ktorym wszystkie wierzchotki sa niepokolorowane.

Bezposrednia implementacja tego algorytmu, sprawdzajaca kazdy kolor po kolei korzystajac
np. z algorytmu DFS, da laczna zlozonosé O(n?m), czyli zdecydowanie za wolno.

Zeby poprawic¢ zlozonosé skorzystamy z algorytmu Find&Union. Bedziemy utrzymywac spojne
sktadowe wierzchotkow tego samego koloru w grafie, w ktérym mozna przechodzié¢ jedynie przez
wierzchotki tego koloru oraz przez wierzchotki niepokolorowane, jak réwniez spojne sktadowe wierz-
chotkéw niepokolorowanych w grafie, w ktérym mozna przechodzié jedynie przez wierzchotki nie-
pokolorowane. Ponadto bedziemy dla kazdej sktadowej wierzchotkéw niepokolorowanych trzymaé
mape z koloréw w numer jednego z wierzchotkéw danego koloru sasiadujacych z ta sktadowa. Dla
kazdego koloru bedziemy tez trzymaé liczbe sktadowych, do ktoérych nalezy, a za kazdym razem
kiedy ta liczba spada do 1 bedziemy go dodawaé do kolejki kolorow, ktore sa gotowe do usuniecia.

W momencie, gdy zmieniamy wierzchotek na niepokolorowany, iterujemy sie po wszystkich jego
sasiadach. Wszystkich, ktorzy sa pokolorowani wrzucamy do nowej mapy dla danego wierzchotka.
Nastepnie dla wszystkich jego niepokolorowanych sasiadéw chcemy polaczyé te wierzcholki w
jedna sktadowsg oraz polaczyé wszystkie wierzcholtki pokolorowane sasiadujace z nimi. W tym celu
wybierzemy mniejsza z map przypisanych tym niepokolorowanym wierzchotkom i iterujemy sie po
wszystkich kolorach w niej zawartych. Jesli dany kolor znajduje sie rowniez w drugiej mapie, to
taczymy sktadowe w Find&Union; jesli nie, to dodajemy go do mapy drugiego wierzcholka.

Wykonywanie operacji w czasie proporcjonalnym do wielkosci mniejszego zbioru gwarantuje
nam, ze przy kazdym przejrzeniu wierzchotka rozmiar jego sktadowej rosnie co najmniej dwukrot-
nie, wiec kazdy wierzcholek zostanie przepisany co najwyzej O(logn) razy. Daje nam to laczna
ztozonosé O((n+m)log® n) w przypadku uzycia mapy opartej o drzewo BST, lub (O(n+m)logn)
w przypadku uzycia hash-mapy.



