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Tresé
W gre karciang gra 2n graczy, w dwoch druzynach. Gracze druzyny P siedza na pozycjach nie-
parzystych, zas druzyny A na parzystych. Kazdy gracz trzyma dwie karty, karty maja numery
od 1 do 4n, wyzszy numer jest lepszy. W pierwszym ruchu rozpoczyna ktorys gracz, wyktadajac
na stot jedna ze swoich dwoch kart. Nastepnie jedna karte wyktada gracz po nim, dalej nastepny,
az kazdy gracz wylozy jedna karte. Jeden punkt zdobywa druzyna gracza, ktory wylozyl naj-
wyzsza sposrod wylozonych kart, drugi punkt zdobywa druzyna gracza, ktéry zatrzymal na reku
najwyzsza sposréd zatrzymanych kart.

Dany jest ciag dtugosci 2n, gdzie i-ty element ciggu oznacza liczbe punktow, ktére zdobedzie
druzyna A przy optymalnej grze, jesli jako pierwszy rusza sie gracz i-ty. Masz okresli¢ liczbe
uktadow kart, ktore generuja taki ciag (modulo duza liczba pierwsza).

Rozwigzanie

Whpierw rozwazmy zadanie w druga strone — dla danego uktadu kart oraz gracza rozpoczynajacego,
jak wyglada optymalna strategia?

Optymalna strategia

Zauwazmy, ze druzyna, ktora posiada karte 4n z pewnoscia zdobedzie przynajmniej jeden punkt.
Pytanie, kto zdobedzie ten drugi punkt. Nazwijmy druzyne, ktéra ma karte 4n druzyna W (od
wygrywania), a druga druzyne oznaczmy L. Rozwazmy najdluzszy ciag kart 4n,dn—1,... ,dn—k
taki, ze karty parzyste w tym ciagu sa w reku druzyny L, nieparzyste w reku druzyny W, a gracze
je posiadajacy graja w kolejnosci od najmniejszej z kart w ciagu (czyli wpierw moze sie ruszaé
pewna liczba graczy nie posiadajacych zadnej z tych kart, potem gracz z 4n—k, potem moze znowu
by¢ troche nieistotnych graczy, potem gracz z 4n— (k—1), i tak az do 4n). Taki ciag zawsze da sie
skonstruowaé¢ (najwyzej bedzie sie on skladal z jednej karty). Udowodnijmy, ze drugi (niepewny)
punkt zdobedzie druzyna, ktéra ma karte 4n — k — 1. Druzyne te nazwiemy ,druzyna bioraca”.
Karta 4n — k — 1 nie wystepuje w naszym ciggu, wiec albo jest w reku tej samej druzyny, co
4n — k (nazwijmy to pierwszym przypadkiem, P1), albo w reku przeciwnej druzyny, ale wystepuje
po 4n — k (nazwijmy to drugim przypadkiem, P2). Aby zdoby¢ niepewny punkt, druzyna bioraca
gra nastepujaca strategia:
e Karte m dla m > 4n — k wyktada tylko, jesli zostala wylozona karta m — 1 (gracz z karta
m — 1 nalezy do przeciwnej druzyny i rusza sie przed graczem z karta m).
e W przypadku pierwszym, karte 4n — k nalezy wylozyé¢, a karty 4n — k — 1 — nie.
e W przypadku drugim, karte 4n — k — 1 nalezy wylozy¢ tylko, jesli gracz z karta 4n — k jej nie
wylozyt (chyba, ze mamy tez wyzsza karte na reku, i pierwsza z regul kaze nam ja wylozyc).
e Gracze nie posiadajacy zadnej karty o wartosci przynajmniej 4n — k — 1 sa nieistotni, i graja
jakkolwiek.
W wyniku stosowania tej strategii, po kazdym ruchu istotnego gracza druzyny bioracej zacho-
dzi:
e W przypadku pierwszym: zaréwno najwyzsza wylozona, jak i najwyzsza niewylozona karta
(sposrod kart 4n — k — 1 oraz kart graczy, ktorzy juz grali) nalezy do druzyny bioracej.
e W przypadku drugim podobnie, przy czym ponownie liczymy karte 4n — k — 1 za wylozona
lub nie od poczatku, i niezmiennik zachodzi od ruchu gracza z karta 4n — k + 1.
Jesli bioraca jest druzyna W, to ostatnim graczem z istotna karta, ktory sie rusza, jest gracz
z karta 4n, i druzyna ta zdobedzie dwa punkty. Jesli jest to druzyna L, gracz z karta 4n bedzie
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decydowal, czy ja wylozy¢, czy nie, i druzyna bioraca zdobedzie punkt za te grupe kart, w ktorej
nie bedzie 4n.

Co sie zmienia przy zmianie gracza startowego?

Rozwazmy wpierw gracza startowego tuz po graczu z karta 4n (to daje najdtuzszy mozliwy ciag
w optymalnej strategii), przez k* oznaczmy uzyskane dla tego ciagu k. Przesuwajmy gracza
startowego do kolejnych graczy, i zastanéwmy sie jak zmienia sie liczba punktéow. Oczywiscie
cokolwiek zmieni sie tylko, gdy graczem startowym zostanie gracz po graczu z istotna karta (czyli
od 4n do 4n — k*).
o W przypadku pierwszym, kiedy graczem startowym przestaje by¢ gracz z kartg 4n—k*, wynik
sie nie zmieni: przejdziemy do przypadku drugiego (bo teraz k bedzie o jeden mniejsze, a
gracz z karta 4n — k* (ktora nalezy do naszej druzyny) rusza sie teraz ostatni. Kazde kolejne
przej$cie miejsca startu przez gracza z istotna karta zmienia druzyne bioraca — pozostajemy
w przypadku drugim, natomiast & maleje o 1, wiec zmienia sie druzyna bioraca. Na koncu,
kiedy graczem startowym przestaje by¢ gracz z 4n, to, czy zmieni sie druzyna bioraca, zalezy
od parzystosci k*.
e W przypadku drugim, kazda zmiana gracza startowego (poza ewentualnie zmiang na 4n, w
zaleznosci od parzystosci k*) zmienia druzyne bioraca.
Zauwazmy, ze jesli k* = 0, to jestesmy w przypadku pierwszym (bo zawsze jesli 4n i 4n — 1 sa
w roznych druzynach, to w optymalnym obrocie gracz z 4n — 1 zawsze gra przed graczem z 4n).

Na ile sposob6éw mozna ulozyé karty?

Pozostalo zobaczy¢, na ile sposobéw mozna ultozy¢ karty tak, by otrzymac ciag zadany na wejsciu.

Whierw trzeba sprawdzi¢ kilka niezmiennikéw. Po pierwsze, jesli na wejéciu pojawia sie liczba 0,
to nie moze pojawi¢ sie 2, i vice versa (bo druzyna W zawsze zdobywa przynajmniej jeden punkt.
Po drugie, jesli gracz startowy przesuwa sie od gracza z druzyny A do gracza z druzyny P, to
liczba punktoéw zdobyta przez A moze zostaé stata lub wzrosnaé, podobnie jesli przesuwa sie z P
do A to moze zosta¢ stata lub zmaleé¢. Jesli te warunki sg spelnione, to wystarczy nam zapamietaé
jakiej dlugosci sa kolejne ciagi jedynek i nie-jedynek (przy czym obracamy ciag tak, by granica
miedzy graczami 2n a 1 byla granica ciagu, o ile to mozliwe).

Wpierw opiszmy przypadki szczegélne, gdzie liczba punktéw nie zalezy od gracza startowego.
Musi to by¢ przypadek P1, k* < 1. Jesli k¥ = 0, to jedna druzyna ma 4n i 4n — 1, i zgarnia
wszystkie punkty. To moze sie wydarzy¢ na

n(dn —2)!  n(n—1)(4n — 2)!
922n—1 922n—2

sposobow (pierwszy skladnik odpowiada sytuacji, gdy jeden gracz posiada obie te karty, drugi —
sytuacji, gdy sa to dwaj rozni gracze).
Jesli k* =1, to jedna druzyna posiada 4n, a druga 4n — 1 i 4n — 2; zawsze jest remis. To moze
sie wydarzy¢ na
n?(4n —3)!  n%*(n—1)(4n — 3)!
22n—2 22n—3 ’

sposobow (ponownie pierwszy sktadnik odpowiada za przypadek, gdzie jeden gracz posiada 4n — 1
idn — 2, a drugi — za przypadek, gdy sa to rézni gracze.

W pozostatych przypadkach liczba punktéw zalezy od gracza startowego. Jesli na wejsciu
mamy ¢ ciagow jedynek (i ¢ ciagow drugiej wartosci), to rozwazamy cztery sposoby uzyskania
takiego wyniku:

e Przypadek P1, k* =20 +1,

e Przypadek P1, k* = 2/,

e Przypadek P2, k* = 2/,

e Przypadek P2, k* =2/ — 1.
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Kazda z tych czterech opcji zliczamy osobno, i sumujemy wyniki.

Opcja pierwsza (P1, k* = 2¢ + 1) — wybieramy jedna z ¢ pozycji, gdzie znajduje si¢ 4n — 1.
To jednoznacznie wyznacza pozycje kart od 4n — k* +1 do 4n — 1. Karty 4n i 4n — k* znajduja sie
pomiedzy 4n—1 a 4n+1—k*, w tej kolejnosci. Jesli pomiedzy 4n—1 a 4n+1 —k* jest 2m graczy
(po m z kazdej druzyny), to sposobéw na umieszczenie tych dwoch kart jest m(m + 1)/2. Karte
4n — k* — 1 trzeba umiesci¢ u gracza z tej samej druzyny co 4n — k*, mozna to zrobi¢ na ¢ + 1
sposobow u jednego z graczy, ktory juz ma jakas istotna karte, lub na 2n—¢—1 sposobéw u jednego
z pozostalych graczy. Pozostale karty rozmieszczamy na (4n — (k* 4 2))1227~%" =2 sposobow jesli
4n — k* —1 jest u gracza bez innej istotnej karty, lub (4n — (k* 42))122"=%" =1 w przeciwnym razie.

Podobne wzory otrzymamy dla pozostatych trzech opcji. Przy implementacji nalezy wpierw
stablicowa¢ wartosci p! oraz 2P dla p do 4n, modulo dana liczba pierwsza. Wtedy obliczenia dla
pojedynczego ciggu wykonujemy w czasie O({), gdzie £ to liczba ciagéow jedynek na wejsciu — po
wezesniejszym podziale na te ciagi w czasie O(n).
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