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Zadanie

Dane sa dwa procesy, Algosia i Bajtek. Algosia 25-krotnie otrzymuje liczbe nie wieksza niz 3-1016.
Algosia chce przestaé¢ otrzymana liczbe kodujac ja w macierzy binarnej 10 x 10. Przeciwnik
permutuje w utworzonej macierzy kolumny i wiersze, a nastepnie przesyla te macierz do Bajtka,
ktorego zadaniem jest odczytanie oryginalnej liczby.

Rozwigzanie

Naszym celem bedzie iterowaé sie po czesci klas réwnowaznosci, znaczaco przyblizajac sie do ich
lacznej liczby wynoszacej okoto 107 (https://oeis.org/A002724). Warto zastanowi¢ sie, jak
dla danej klasy wyznaczy¢ jej reprezentanta. Bedzie to przydatne jako pierwszy krok dekodera.

Przypu$émy na razie, ze wszystkie wiersze maja rézne liczby jedynek. Posortujmy po tym
wiersze. Sprobujmy teraz znalezé permutacje kolumn, ktora minimalizuje leksykograficznie ciag
zlozony z wierszy utozonych obok siebie od géry do dotu. W pierwszym wierszu nalezy ulozyé
wszystkie zera po lewej stronie wszystkich jedynek. Nie obchodzi nas za to w jakiej kolejnosci
wzgledem siebie sg ulozone zera. Zostawimy sobie zatem mozliwosé ulozenia ich przy rozwazaniu
kolejnych wierszy. Mamy zatem podzial na dwie niezalezne grupy kolumn. W drugim wierszu
robimy to samo, ale patrzac juz na te dwie czesci niezaleznie. Podzieli nam to kolumny na jeszcze
wiecej grup. Warto zauwazy¢, ze jesli w danym wierszu grupa w catosci sktada sie z tych samych
cyfr, to nie dzieli sie ona na wiecej czesci.

Teraz mozemy sie zastanowi¢ ile jest takich macierzy reprezentantéw. Skorzystamy przy tym z
programowania dynamicznego. Idac do kolejnego wiersza nasz aktualny stan mozemy opisaé przez
numer wiersza, liczbe jedynek w danym wierszu, podziatl kolumn, ktéry mozemy sobie trzymaé
jako maske 9 bitéw, gdzie i-ty bit moéwi o tym, czy kolumny ¢ i ¢+ 1 sa w réznych grupach. Mamy
zatem dp[10] [10] [2°]. Po policzeniu go wyjdzie nam okoto 1010,

Dzieki temu, ze wynik liczymy za pomoca programowania dynamicznego jesteSmy w stanie tez
wygenerowaé k-ta macierz. Robimy to ,schodzac” po dp’ku. Bedac w stanie v patrzymy na jego
wszystkie przejscia uy,us, ..., u,. Jesli dplu;] > k, to idziemy do w;, w przeciwnym przypadku
odejmujemy od k dp[u;] i rozwazamy u;41 z nowym k. To pozwala nam juz na zdobycie dodatniej
liczby punktéw za to zadanie.

Najwiekszym problemem w tym rozwiazaniu bylo zalozenie, ze wiersze musza mie¢ rézne liczby
jedynek. Jesli pozwolimy, aby wiele wierszy miato tyle samo jedynek, to dalej musimy umie¢ je
jakos§ porzadkowaé. Posortujmy kubetkowo, dla danego kubetka sortujemy wiersze po tym jak
wygladaja wzgledem podzialu, z ktéorym weszliSmy do kubetka. To dalej jest ograniczenie, ktore
sprawia, ze nie wszystkie klasy odwiedzimy, ale jest juz duzo stabsze niz poprzednie wymaganie.

Nasz podstawowy dp dalej zostaje taki sam, ale teraz przejécia miedzy stanami wymagaja licze-
nia ile jest zbiorow wierszy, ktére majg parami rézne sortowania wzgledem podziatu. Uzyjemy do
tego kolejny raz programowania dynamicznego. Tym razem zaczynamy z pewnym podzialem po-
czatkowym oraz liczba jedynek w wierszu i liczymy dla nich dp2[ile wierszy zostato uzytych|[jaki
jest aktualny nowy podziaf][jak wyglgda sortowanie ostatniego wiersza). Liczymy dp2 dla wszyst-
kich mozliwych poczatkéw, sumarycznie nie beda one bardzo duze.

Pozwala nam to na iterowanie sie po okoto 2.8 - 10'6 macierzach.

Aby dobi¢ do 3 - 10'® mozna wybraé inna kolejnosé sortowania po liczbie jedynek, najlepsza
kolejnoscia w tym konkretnym rozwigzaniu bedzie0, 1, 9, 2, 8, 3, 7, 4, 6, 5, 10. Pozwoli
ona na zakodowanie 3.8-10'% macierzy. Mozemy kodowaé¢ duzo wiecej macierzy sortujac kubelki w
pierwszej kolejnosci po ich rozmiarach, ale wtedy potrzebujemy w podstawowym dp dodatkowego
210,
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Rozwigzanie alternatywne

Bede mowil, ze macierze sa réwnowazne, jesli jedna mozna uzyskaé z drugiej przez permutacje
wierszy i kolumn.

Typem wiersza nazwiemy liczbe jedynek w tym wierszu. Mamy wiec wiersze typu od 0 do 10.
Oczywiscie typ wiersza nie zmienia sie przy permutowaniu kolumn, dlatego w dekoderze mozemy
tatwo posortowaé wiersze po typach.

Do kodowania uzyjemy dwoch rodzin macierzy. W pierwszej rodzinie sa macierze, gdzie wierszy
typu 5 jest od 0 do 5, a wierszy kazdego z pozostalych typéw od 0 do 2. W drugiej rodzinie
sa macierze, gdzie wierszy typu 4 jest od 3 do 5, a wierszy kazdego z pozostatych typow od 0
do 2. Zwr6éémy uwage, ze rodziny te sa rozlaczne, a okreslenie do ktorej rodziny nalezy macierz
jest proste. Macierzy z pierwszej rodziny (po utozsamieniu macierzy rownowaznych) jest ponad
24-10%, a z drugiej rodziny ponad 12-10'%. Starczy nam wiec ich na zakodowanie 30 - 10'® liczb,
co jest wymagane w zadaniu (na przyktad mniejsze liczby kodujemy z uzyciem pierwszej rodziny,
a kolejne z uzyciem drugiej).

Nawiasem mowiac, Smiato mozna byloby tez uzyé trzecia rodzine (tak samo liczna jak druga),
gdzie to wierszy typu 6 (a nie 4) jest od 3 do 5. W ten sposoéb moglibySmy bez zwickszania
wysitku zakodowaé do 49 - 10'® liczb — czy nawet jeszcze wiecej, dokladajac kolejne analogiczne
(choé juz coraz mniejsze) rodziny. Pozwalajac natomiast w tych rodzinach réwniez na 3 wiersze
w kazdym z pozostalych typow, a nie tylko do 2 (a wtedy tego gléwnego, czyli 4 lub 6, tylko od 4
do 5), mozna przekroczyé¢ 90 - 1015 kodowanych liczb; taki program bylby jednak wolniejszy i nie
jest jasne, czy zdazyltby przekazaé 25 liczb w 10 sekund. Wszystkich macierzy jest nieco ponizej
106 - 10*?; jestesmy tu juz wiec blisko granicy.

Wréémy jednak do oryginalnego problemu, gdzie rodziny sa dwie. W opisie skupimy sie na
pierwszej rodzinie; kodowanie z uzyciem drugiej dziala identycznie. W pierwszej rodzinie typ 5
jest szczegdlny; wiersze tego typu bedziemy mieli na samej goérze, a potem beda po kolei wiersze
kolejnych typéw. Macierze bedziemy wypelniaé¢ od gory, a wiec gorne czesci macierzy bede nazywat
prefiksami, a dolne sufiksami.

Najpierw, dla kazdej liczby wierszy w oraz dla kazdego typu ¢ policzymy sobie, na ile sposobow
mozna wypelni¢ najnizsze w wierszy zawartoscia typow poczawszy od t tak, aby wierszy kazdego
typu bylo nie wiecej niz 2 (wykluczamy tu typ 5, ktory jest na samej gorze; wierszy tego typu nie
uzywamy w sufiksie macierzy). Utozsamimy przy tym sufiksy macierzy rézniace sie tylko permu-
tacjami wierszy; jednak permutacjami kolumn na razie si¢ nie przejmujemy (tzn. nawet jesli dwa
sufiksy staja sie rowne po permutacji kolumn, to i tak liczymy oba). Jest to proste programowanie
dynamiczne: jesli liczba mozliwych zawartosci wiersza typu ¢ (czyli liczb 10-bitowych majacych
t jedynek) wynosi x, to albo doktadamy 0 takich wierszy na 1 sposdb, albo 1 taki wiersz na z
sposobow, albo dwa takie wiersze na z - (x + 1)/2 sposobow. Zwroéémy uwage, ze uzyskiwane w
ten sposob liczby przekraczaja 2°3, ale nie przekraczaja 21°°, uzywamy wiec typu __int128, a nie
long long. Nazwijmy uzyskana tablice ile_opcji.

Zalozmy teraz, ze mamy juz ustalony jaki§ prefiks macierzy. Twardym stabilizatorem tego
prefiksu nazwiemy zbiér tych permutacji kolumn, ktére nie zmieniaja tego prefiksu. Mozna za-
uwazy¢ (cho¢ nie jest to chyba w tym zadaniu istotne), ze ten zbior permutacji jest grupa, czyli
jest zamkniety na sktadanie oraz na odwracanie permutacji, a takze zawiera permutacje identycz-
nosciowa. Twardy stabilizator tatwo wyznaczyé: patrzymy po prostu na to, ktore kolumny sa
identyczne — moga by¢ one dowolnie permutowane miedzy soba.

Jednak tak naprawde interesuje nas mickki stabilizator danego prefiksu macierzy. Nazwe tak
zbioér (znowu bedacy grupa) takich permutacji kolumn, ktore zastosowane do naszego prefiksu daja
nam taka zawartosé, z ktorej mozemy odzyskaé oryginalny prefiks permutujac wiersze. Generujac
macierz, bedziemy chcieli w kazdym momencie (tzn. po dodaniu wierszy kazdego kolejnego typu)
zna¢ miekki stabilizator aktualnego prefiksu; za chwile wyjasnimy jak doktadnie go liczymy.

Kluczowe jest, aby majac pewien ustalony prefiks macierzy oszacowaé, ile nieréwnowaznych
macierzy mozemy uzyska¢ dopisujac do tego prefiksu jakis sufiks. Dokladniej: mamy na mysli
jakie$ poczatkowe typy wierszy juz obshuzone w prefiksie, a w sufiksie bedziemy chcieli mieé¢ tylko
typy poczawszy od jakiego$ typu t (nie wystepujace w prefiksie); oczywiscie ograniczamy si¢ do
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sufikséw, gdzie wierszy kazdego typu jest co najwyzej 2. Otdz, w tablicy ile_opcji mamy juz
liczbe m mowiaca, ile jest takich macierzy zanim utozsamimy macierze przechodzace na siebie przy
permutacjach kolumn (ale po utozsamieniu macierzy przechodzacych na siebie przy permutacjach
wierszy). Z drugiej strony, znamy tez miekki stabilizator S naszego prefiksu. Zastosowanie ja-
kiejkolwiek permutacji kolumn spoza S (nawet zlozonej z jakas permutacja wierszy) wyprowadza
nas poza zbior zliczanych macierzy, gdyz zmienia prefiks, ktory mial mie¢ konkretna, ustalona
zawartosé. Zatem kazda macierz majaca ten ustalony prefiks jest rownowazna co najwyzej |S|
innym takim macierzom (Scislej: klasom macierzy wzgledem relacji pozwalajacej na permutacje
wierszy). Oznacza to, ze kazda klase rownowaznych macierzy policzylismy w wartosci m (z tablicy
ile_opcji) co najwyzej | S| razy. Nier6wnowaznych macierzy jest wiec co najmniej m/|S|, a nawet
im/|S]].

Powyzsza wartos¢ jest tylko ograniczeniem dolnym. Dla niektorych sufiksow moglo sie bowiem
zdarzy¢, ze zastosowanie jakiej$ permutacji z S i potem jeszcze jakiej§ permutacji wierszy daje
ten sam sufiks, czyli dana klase réownowaznosci sufiksow policzyliémy w m mniej niz |S| razy.
Doktadniej, jesli dla jakiej$ macierzy istnieje k permutacji kolumn takich, ze po zastosowaniu tej
permutacji, a nastepnie pewnej permutacji wierszy, uzyskujemy oryginalng macierz, to macierz te
policzymy tylko 1/k razy, zamiast raz. Intuicja jednak podpowiada, a obliczenia potwierdzaja, ze
takich ,symetrycznych” macierzy, dla ktorych to k jest wieksze niz 1, jest wzglednie mato. Innymi
slowy, powyzsza warto$¢ calkiem niezle przybliza (od dotu) faktyczna liczbe nieréwnowaznych
macierzy. Zauwazmy przy okazji, ze ta liczba k (czyli to, ile dana macierz wnosi do naszego osza-
cowania) nie zalezy od tego, gdzie jest granica miedzy ustalonym prefiksem a zmiennym sufiksem.

To daje nam juz zarys algorytmu. Mianowicie, bedziemy i$¢ od gory i ustalaé¢ fragmenty ko-
lejnych typéw. Rozwazajac typ ¢, bedziemy mieli juz ustalony prefiks sktadajacy sie z wierszy
poprzednich typéw i bedziemy chcieli zakodowaé liczbe nie wieksza niz nasze oszacowanie b na
liczbe sposobow uzupelnienia tego prefiksu do catej macierzy. Przeiterujemy sie po wszystkich
mozliwych zawartosciach wierszy typu ¢t. Dla kazdej (i-tej) z tych zawartosci policzymy miekki
stabilizator, co da nam pewne ograniczenie dolne b; na liczbe sposobéw uzupelnienia uzyskanego
prefiksu do caltej macierzy. Idac dalej, pierwsze by liczb bedziemy kodowaé¢ za pomoca pierwszej
zawartosci, kolejne by liczb za pomoca drugiej zawartosci, itd. Wyznacza nam to zawartosé wier-
szy typu t, powiedzmy i-ta. Wowcezas od liczby do zakodowania odejmujemy by + --- + b;—q 1
kontynuujemy kodowanie liczby nie wiekszej niz b;.

Jak juz powiedzieliémy, kazda macierz wnosi do oryginalnego oszacowania b tyle samo, co do
pewnego oszacowania b;. Konkretnie, nasze oszacowania b oraz by,...,b, to sufity z pewnych
potencjalnie niecatkowitych oszacowan b’ oraz bj,...,b,, dla ktorych zachodzi b} +--- +b), = V'.
Wynika z tej rownosci, ze [b] + -+ [b),] > [0'], czyli mozliwych zawartoéci nam nie zabraknie,
co najwyzej bedzie ich troche za duzo (jesli jednak braliby$my podtogi, to bytoby zle, bo mogloby
sie przytrafi¢, ze b} ] +---+ [V],] < [V]).

Pozostaje nam pokazaé¢ dwie rzeczy: jak sprawnie iterowaé po nieréwnowaznych zawartosciach
wierszy typu t oraz jak liczy¢ miekki stabilizator. Przede wszystkim zobaczmy, ze tych nieré6wno-
waznych zawartosci nie jest zbyt duzo. Dla najwyzszego typu, czyli 5, wychodzi tego okoto 10000;
pozwalamy tu co prawda na az 5 wierszy, wiec wszystkich mozliwych zawartosci jest znacznie wie-
cej, jednak ratuje nas fakt, ze rownowaznosci takze jest bardzo duzo, bo jeszcze nic wyzej nie jest
ustalone, czyli mozna dowolnie permutowaé¢ kolumny i wiersze. Natomiast dla kolejnych wierszy
pozwalamy tylko na maksymalnie 2 wiersze, czyli w ogodle liczba mozliwych zawartosci wychodzi
takiego rzedu.

Iterowanie po mozliwych nier6wnowaznych zawarto$ciach wierszy typu t przeprowadzimy na
zasadzie backtrackingu: po ustaleniu pewnej ilosci géornych wierszy iterujemy po mozliwych za-
wartosciach kolejnego wiersza, ale kontynuujemy w dot tylko wtedy, gdy uzyskiwana zawartosé nie
jest rownowazna zadnej wczesniejszej. Bedziemy tez przy okazji liczy¢ miekki stabilizator aktual-
nej zawartosci. Przyjrzyjmy sie pojedynczemu krokowi: powiedzmy, ze pewna liczbe wierszy typu
t mamy ustalonych i chcemy przeiterowaé po mozliwych zawarto$ciach kolejnego wiersza typu t.
Niech S bedzie migkkim stabilizatorem tego, co mamy do tej pory. Probujac po kolei kazda kolejna
zawartosé, zaaplikujemy do niej od razu wszystkie permutacje z S i zobaczymy jakie inne zawarto-
$ci mozna uzyskaé; oznaczymy uzyskane zawartosci jako juz przebadane (a przy okazji zapiszemy
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dla nich w tablicy cofaj, jaka permutacja cofa je do tej pierwszej). To eliminuje juz zawartosci,
ktore sa rownowazne bez zamiany ostatniego wiersza z wczesniejszymi. Musimy jednak zbadaé
jeszcze rownowaznosci wymagajace zmiany kolejnodci wierszy. W tym celu stosujemy po prostu
wszystkie mozliwe permutacje wierszy (jest ich zaledwie 5! = 120, a dalej juz tylko 2! = 2). Po
zaaplikowaniu takiej permutacji, przechodzimy po kolejnych wierszach i zagladamy do naszej ta-
blicy odwiedzonych zawartosci, gdzie mozemy zobaczy¢ jedna z trzech rzeczy. Opcja 1: by¢ moze
ta zawartos¢, potencjalnie z przepermutowanymi kolumnami, byla odwiedzona juz wczesniej (czyli
nie nalezy jej ponownie rozwazac). Opcja 2: byé moze naszej zawartosci jeszcze nie widzieliSmy
(czyli jest nowa, nalezy ja rozwazyc). Opcja 3: dostaliSmy z powrotem nasza wlasng zawartoscé,
potencjalnie z przepermutowanymi kolumnami (tu takze nasza zawarto$¢ jest nowa i nalezy ja
rozwazyc).

Przy okazji wykrycie opcji 3 pozwala nam znalezé miekki stabilizator. Dla kazdej permutacji
wierszy dostajemy bowiem (o ile istnieje, czyli o ile pojawila sie opcja 3) pewna permutacje
kolumn 7, ktéra prowadzi z powrotem do oryginalnej zawartosci (odczytujemy te permutacje ze
wspomnianej powyzej tablicy cofaj). Jednoczesnie kazda permutacja z miekkiego stabilizatora
powstaje poprzez ztozenie jednej z tak uzyskanych permutacji m z pewna permutacja z twardego
stabilizatora (czyli w ogodle nie zmieniajaca zawartosci zadnego z wierszy).

Dopowiedzmy jeszcze jak reprezentowaé wspomniane stabilizatory. Otéz, o ile sg one niewielkie,
mozemy trzymaé¢ po prostu liste permutacji. Natomiast niewatpliwie konieczny jest szczegélny
przypadek na grupe wszystkich permutacji, gdyz jest ich jednak za duzo (innymi slowy, zamiast
pamietac liste wszystkich permutacji, mamy specjalng stala ,wszystko”). W naszym programie
mamy tez stale na dwie inne specjalne grupy: grupe pozwalajaca na dowolne permutacje na
pewnym zbiorze pozycji i dowolne permutacje na zbiorze pozostalych pozycji (taka grupa powstaje
po pierwszym wierszu: mozna dowolnie permutowaé zera i dowolnie jedynki), a takze na podobna
grupe, gdzie jednak dodatkowo pozwalamy na zamiane jednego zbioru z drugim (oba musza wiec
mieé rozmiar 5). Post factum wydaje sie jednak, ze w tych przypadkach takze wystarczylto trzymac
liste permutacji (a szczegdlny przypadek mieé tylko na grupe wszystkich permutacji).

Kodujac 25 liczb, czesé obliczen (w szczegdlnosei te dotyczace prefiksu zawierajacego wiersze
typu 5) mozna uwspo6lnié i co$ stablicowa¢. Jednak w naszym programie nic takiego nie zrobiliSmy,
po prostu kazda liczbe kodujemy niezaleznie.

Nie wspomnieliémy tez jeszcze nic o dekoderze, jednak dziata on prawie tak samo jak enkoder.
Roznica jest jedynie taka, ze zamiast wybiera¢ zawartos$¢ kolejnego fragmentu na podstawie liczby,
mamy ja dana i odczytujemy przesuniecie, czyli sume oszacowan by + - - - 4 b;_1 opisanych powy-
zej). Musimy przy tym wykryé, czy zawarto$¢ fragmentu otrzymanej macierzy jest rownowazna
aktualnie rozwazanej. Jest to jednak bardzo podobne do opisanego powyzej sprawdzania, czy
zawartosé otrzymana po permutacji wierszy byta juz rozwazana.
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