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Tresé

Dane sa dwa stowa s i ¢ zlozone z nawiasow. Oblicz dla ilu przedziatéw (podstow — ale liczymy
pary (poczatek, koniec), a nie roézne podstowa) stowa ¢ mozna splesé¢ cate s i ten przedzial ¢ do
poprawnego wyrazenia nawiasowego. Stowa na wejsciu sa podane w sposéb skompresowany: mamy

liste liczb moéwiacych ile mamy pod rzad takich samych nawiaséw. Limit na liczbe tych kawaltkow
to 10°, natomiast kazdy z nich moze zawiera¢ do 10° (takich samych) nawiasow.

Rozwigzanie

Zamiast o nawiasach, wygodniej bedzie méwié o zmieniajacych sie poziomach, gdzie nawias otwie-
rajacy to +1, natomiast zamykajacy to —1. Na podstawie ciagu z wejScia mozemy wyznaczy¢
tablice sum prefiksowych A, gdzie A[i] to suma pierwszych i liczb z wejscia z odpowiednim zna-
kiem (dlugosé tablicy jest o 1 wieksza niz dlugos$¢ wejscia); analogicznie B dla drugiego ciagu.
Pozycjami bede nazywal miejsca miedzy (oraz przed i po) liczbami z wejscia; sa to zarazem pozy-
cje naszych tablic A i B. Poziom pozycji to wartosé¢ w odpowiedniej tablicy (A lub B), przy czym
beda nas bardziej interesowaly réznice pozioméw niz ich wartoéci absolutne. Z kolei odcinek to
fragment miedzy pozycjami. Pozycje bede oznaczatl literami angielskimi, natomiast punkty miedzy
nawiasami (z ktorych niektore sa pozycjami) literami greckimi a, 3, 7. Dla tych drugich tez bede
pisal B[a] na poziom punktu « (ta notacja nie oznacza jednak odczytu z tablicy B).

Opisze teraz pewne rzeczy dla tablicy B, lecz maja one sens takze dla tablicy A. Kazdemu
punktowi a (w szczegdlnosci kazdej pozycji i) przypiszemy unikalna wysokosé wg[a] rosnaca zgod-
nie z poziomem (moze to by¢ np. para (B[a], @) porownywana leksykograficznie). Stowa takie jak
Wwyzej”, ,nizej” bede odnosit do wysokosci, a ,gtebiej”, ,plycej” do poziomoéw. Minimum lub
maksimum jakiego§ zbioru pozycji to (wyznaczona jednoznacznie) pozycja, ktorej wysokosé jest
odpowiednio najmniejsza lub najwieksza.

W niektérych miejscach wygodnie mi bedzie ,zaktama¢” faktyczna wysokosé pewnych punktow:
dla punktu « bede pisal o~ na punkt bedacy w tym samym miejscu co «, ale majacy wysokosé
mniejsza niz wszystkie punkty na tym samym poziomie.

Drzewo kartezjariskie (przerywane linie na rysunku powyzej) dla zbioru kolejnych pozycji S ma
maksimum m z S w korzeniu; w lewym synu korzenia podczepiamy drzewo kartezjanskie dla pozycji
z S bedacych przed m (o ile istnieja), a w prawym synu korzenia podczepiamy drzewo kartezjanskie
dla pozycji z S bedacych po m (o ile istnieja). Pozycje po wzroscie a przed spadkiem beda mialy
dwoje dzieci (po obu ich stronach sa nizsze pozycje), a pozycje po spadku a przed wzrostem
beda li$émi; na samym poczatku i na samym koncu moze byé potencjalnie pozycja z jednym
dzieckiem. Drzewo kartezjanskie latwo skonstruowaé w czasie liniowym, jednym przebiegiem od
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lewej do prawej (na stosie trzymamy ,widoczne” pozycje, czyli takie, po ktérych nie wystapita
jeszcze pozycja wyzsza).

Powiemy, ze punkt 3 jest prawym przodkiem punktu « jesli 8 jest $cisle na prawo od « oraz $cisle
wyzej niz a, a zadna pozycja x € [«, 8] nie znajduje sie wyzej niz 8. Symetrycznie definiujemy
lewych przodkow. Gdy a i § sa pozycjami, to 8 jest lewym lub prawym przodkiem pozycji o (w
tym sensie) doktadnie wtedy, gdy jest jej przodkiem w drzewie kartezjariskim.

Zebem w ciagu B nazwiemy taki fragment [«, 8] dla a < 8, ze dla minimum m € [«, 5] zachodzi
wpla] > wply] dla kazdego v € [a,m] oraz wg[f] > wply| dla kazdego v € [m,5]. W zgbie
najpierw mamy wiec czesé ,malejaca” [, m|, gdzie wp[a] jest najwieksze a wp[m| najmniejsze, a
potem czesé ,rosnaca’ [m, (], gdzie wg[m| jest najmniejsze a wp[f] najwieksze. W szczegdlnodcei
kazdy przedzial [z,z + 1] dlugosci 1 jest zebem. Zab nazwiemy lewym jesli wgpla] < wg[f], a
prawym jesli wgla] > wi[B] (rownosé jest niemozliwa, bo moéwimy tu o wysokosciach, ktore nigdy
nie sg rowne). Przykladowy lewy zab wyglada tak:

Glebokoscig zeba nazwiemy min(B|a], B[5]) — B[m], czyli réznice pozioméw miedzy nizszym z
konicow a minimum. Lewy zab [«, 5] nazwiemy maksymalnym (na jakim$ przedziale) jesli jest to
najdtuzszy zab zaczynajacy sie w « (i zawierajacy sie w rozwazanym przedziale). Symetrycznie
dla prawego zeba: tym razem prawy koniec 5 jest ustalony.

Zauwazmy, ze w punkcie « zaczyna sie pewien lewy zab wtedy i tylko wtedy, gdy o ma prawego
przodka. Istotnie, kazdy lewy zab zaczynajacy sie w «a koiiczy sie¢ w pewnym prawym przodku
«. Zarazem jesli a ma prawego przodka, to przedzial od « do najblizszego prawego przodka «
jest lewym zebem. By¢ moze przedzialy do pewnych kolejnych prawych przodkow rowniez. Gdy
jednak pomiedzy jakimi§ prawymi przodkami pojawi sie element nizszy niz minimum naszego
zeba, to przedzialy do wszystkich kolejnych prawych przodkéw juz zebami nie sa. W szczegdlnosci,
minimum kazdego zeba zaczynajacego sie w a musi by¢ miedzy a a najblizszym prawym przodkiem
a. Wynikaja z tego nastepujace obserwacje.

Obserwacja 1 Kazde dwa lewe zeby [o, 8] i [, 8] zaczynajace sie w tym samym miejscu majg
to samo minimum, a wiec i te samqg gtebokosc.

Obserwacja 2 Jesli bezposrednio po maksymalnym lewym zebie [a, f] nastepuje lewy zgb [5,7],
to minimum drugiego zeba jest nizej niz minimum pierwszego zeba; w konsekwencji, gtebokosé
drugiego zeba jest wieksza lub réwna gltebokosci pierwszego zeba.

Lewy zebopodziat (na jakim$ przedziale) zaczynajacy sie w «ag to ciag prawych przodkow
g, 01, Q2, ... taki, ze maksymalny lewy zab zaczynajacy sie w «; koiczy sie w «;41; idziemy
tak az do pozycji, ktora nie ma prawego przodka (na rozwazanym przedziale).

Wyznaczmy dla kazdej pozycji p (majacej prawego przodka) maksymalny lewy zab zaczynajacy
sie w p (tzn. jego koniec i glebokos¢). Mozna to zrobi¢ w czasie liniowym, w jednym przebiegu
od prawej do lewej. Podczas tego przebiegu bedziemy trzymaé (na zasadzie stosu) aktualny lewy
zebopodzial zaczynajacy sie w p. Dodatkowo dla kazdego z zebow tego zebopodziatu trzymamy
minimum. Gdy dochodzi nowa pozycja z lewej, to zjada ze stosu czes¢ z tych zebow i tworzy
nowy zab maksymalny, ktéry wstawiamy na poczatek zebopodziatu. Technicznie, ten stos moze
faktycznie istnie¢ w programie, ale nie jest on potrzebny, bo bezposrednio pod kazdym elementem
x na stosie i tak bedzie zawsze koniec lewego zeba maksymalnego zaczynajacego sie w x; wystarczy
wiec znacé szczyt stosu (tak robie w pozostatych programach).
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Robiac to, podzielmy réowniez kazdy z odcinkéw na kawatki skupiajace punkty «, ze maksy-
malny lewy zab zaczynajacy sie w o~ (przypomnijmy, ze a~ to ,wersja” punktu « znajdujaca sie
nizej niz wszystkie punkty na tym samym poziomie) koriczy sie w ustalonym miejscu. Na lewym
rysunku ponizej, linie przerywane dziela lewy odcinek na kawalki. Dla punktéw w pierwszym
(najwyzszym) kawaltku, maksymalny lewy zab siega tylko do jego korica. Dalej mamy kawalek, z
ktorego zeby siegaja do drugiego szczytu. Pozniej mamy zdegenerowany kawalek (dlugosci 0), z
zebami siegajacymi do kolejnego szczytu; bez znaczenia czy uwzglednimy go w naszym podziale
czy nie (zakladam, ze poZniejszy z punktéw narysowanych na tym samym poziomie lezy nizej).
Zeby z ostatniego kawatka siegaja do czwartego szczytu. Prawy rysunek przedstawia analogiczna
sytuacje dla odcinka idacego w dot (znéow jeden z kawalkow jest zdegenerowany). Laczna liczba
kawaltkow bedzie liniowa, bo nowy kawalek pojawia sie tylko w momencie zdejmowania zeba ze
stosu.

Powyzsze rzeczy symetrycznie definiujemy i robimy takze dla zebow prawych. (Obustronny)
zebopodzial przedzialu [« 5] definiujemy jako pare: lewy zebopodzial zaczynajacy sie w punkcie
a 1 konezacy sie w maksimum tego przedziatu oraz prawy zebopodzial koriczacy sie w punkcie
i zaczynajacy sie rowniez w maksimum tego przedziatu. W tych zebopodziatach sa w wickszosci
zeby maksymalne (globalnie), lecz ostatni zab z kazdej strony, idacy do maksimum przedziatu,
moze nie by¢ maksymalny na calym ciagu, lecz jedynie na rozwazanym przedziale.

Opisane do tej pory rzeczy robimy przede wszystkim dla ciggu B. Dla A mozemy zrobi¢ to
samo co dla B, wystarczy nam jednak wyznaczy¢ obustronny zebopodzial catego ciagu, co mozemy
zrobié¢ osobna prostsza procedura.

Lemat 3 Rozwazmy zebopodzial ciggu A oraz zebopodziat pewnego fragmentu ciggu B i zdefi-
niugmy nastepujacy splot: najpierw bierzemy wszystkie lewe zeby z powyzszych dwoch zebopodzia-
tow, wspdlnie posortowane niemalejgco po gtebokosciach, kazdy zgb osobno, a nastepnie wszystkie
prawe zeby z powyzszych dwdch zebopodziatow, wspdinie posortowane nierosngco po gtebokosciach,
kazdy zgb osobno (remisy rozstrzygamy dowolnie). Jesli jakikolwiek splot A i rozwazanego frag-
mentu ciggu B jest poprawnym wyrazeniem nawiasowym, to ten takze.

Dowdd.  Zaczynamy od jakiegokolwiek splotu dajacego poprawne wyrazenie nawiasowe. Po-
wiedzmy, ze jakie§ nawiasy z B sa wplecione w pewien zab [p, k] z A, przed jego minimum m.
Woéwczas rownie dobrze mozemy te nawiasy przepchnaé przed ten zab: na poziom naszego mini-
mum m to nie wplynie; wczesniejsze pozycje z naszego zeba z A sa tylko wyzej, wiec nie spadna
ponizej 0; przepchniete rzeczy z B zostana podczepione potencjalnie wyzej niz byty, ale nie nizej,
bo A[p] jest najwieksze sposrod pozycji w [p, m].

Podobnie, jesli jakies nawiasy B sa wplecione w pewien zab [p, k] z A po jego minimum m, to
mozemy je przepchnaé za ten zab. Po tych operacjach wszystkie zeby z A sa juz w calosci.

Nastepnie robimy to samo w druga strone: jesli jakie§ nawiasy z A sa wplecione w jakis zab z
zebopodzialu B, to wypychamy je przed lub za ten zab (zaleznie czy byty przed czy po minimum
m tego zeba). Istotne, ze fragmenty A bedace razem wypychamy w calosci. Zatem robiac to
dochodzimy do sytuacji, ze zaréwno zeby z A jak i zeby z B sg w splocie w calosci.

Pozostaje teraz zamienia¢ zeby. Jesli jakis prawy zab (z jednego ciagu) jest przed lewym zebem
(z drugiego ciagu), to mozemy je zamieni¢ i kazdy z nich znajdzie sie wyzej: prawy znajdzie sie po
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lewym, ktory podnosi poziom, a lewy nie bedzie po prawym, ktéry poziom obnizal. Analogicznie,
jesli glebszy lewy zab jest przed plytszym lewym zebem, to tez mozemy je zamienié: ten plytszy
bedzie tam gdzie wczesniej byl glebszy, wiec ponizej 0 nie zejdzie, a ten gltebszy znajdzie sie wyzej
niz byt. (Wszystkie nier6wnosci opisane w tym akapicie sa nieostre.) Symetrycznie, mozemy
uporzadkowaé prawe zeby. Dostajemy wiec porzadek na zebach opisany w tresci lematu. O

Obserwacja 4 Rozwazmy pewien fragment ciggu B. Istnieje jego splot z ciggiem A bedgcy po-
prawnym wyrazeniem nawiasowym wtedy i tylko wtedy, gdy
o lewe zeby z zebopodziatu A mozna splesé z lewymi zebami z zebopodziatu fragmentu B tak,
aby poziom (wzgledem lewego korica) nie spadat ponizej 0;
o prawe zeby z zebopodziatu A mozna sple$é z prawymi zebami z zebopodziatu fragmentu B tak,
aby poziom (wzgledem prawego korica) nie spadat ponizej 0;
e lqczna rdznica poziomdw w A i naszym fragmencie B wynosi 0.

Skupmy sie na splataniu lewych zeb6w. Niech s bedzie maksimum w A, a wiec konicem ostat-
niego lewego zeba w zebopodziale A. Ustalmy w B punkt poczgtkowy «. Zastanéwmy sie dla
ktorych prawych przodkéw S punktu o uda nam sie splesé lewe zeby z ciagu A z lewymi zebami
z podziatu fragmentu [a, ] z B. W tym celu rozwazmy lewy zebopodzial na calym sufiksie ciagu
B zaczynajacym sie w a. Rozdzielmy zeby tego zebopodzialu na dwie grupy: te o gtebokosciach
wiekszych niz wszystkie (niz najglebszy, chyba ze zaden nie istnieje) z zebow z A (grupa II) oraz
pozostate (grupa I). Zgodnie z Lematem 3 najpierw spleciemy zeby z A z zebami z grupy I, a
potem umiedcimy zeby z grupy II. Niech spl, bedzie najnizszym poziomem na splocie zebéw z A i
zebow z grupy 1. Niech —miniy, bedzie najnizszym poziomem w A na catym prefiksie [0, s] (mamy
—miniy, <0, czyli minig, > 0).

Lemat 5 Przy oznaczeniach jak powyzej, mozemy splesé lewe zeby z zebopodziatu ciggu A z lewymi
zebami z zebopodziatu fragmentu [o, B] z B wtedy i tylko wtedy, gdy

1. spl, >0,

2. B[B] > Bla] + miniy, oraz

3. kazdy punkt v € [, B] spetnia B[y] > Bla] — Als].

Dowdd. Zalézmy najpierw, ze powyzsze warunki zachodza. Jesli 5 znajduje sie w zebach z grupy
IT lub na granicy grup, to nie zejdziemy ponizej 0 na przeplecionych zebach z A i z grupy I (bo
spl, > 0). Drzieki warunkowi 3 nie zejdziemy ponizej 0 réwniez w zadnym punkcie v zadnego
pozniejszego zeba, bo znajdzie si¢ on na poziomie A[s] + (B[y] — Bla]) > 0.

Zobaczmy co dzieje sie, jesli B jest w obrebie zebéw z grupy 1. Az do ostatniego wzietego
kawalka z ciagu B nadal wszystko jest dobrze (mamy prefiks splotu rozwazanego powyzej). Dalej
mamy jeszcze troche zeboéw z A. Gdyby nie bylo przed nimi nic z ciggu B, to siegalyby one w
dol co najwyzej na poziom —minir. Jednak wczesniej wstawilismy fragment [«, 8] ciagu B, ktory
podnosi nam poziom o co najmniej miniy, (zalozenie 2), czyli ten najnizszy poziom w koncowce z
A na pewno bedzie na poziomach nieujemnych.

Teraz implikacja w druga strone. Zal6zmy najpierw, ze spl,, < 0, co oznacza, ze jesli wpleciemy
wszystko z grupy I, to w ktéryms momencie poziom spada ponizej 0. By¢ moze jednak [ jest
wezesniej i musimy pewien sufiks grupy I usunaé. Powiedzmy, ze usuwamy zeby z grupy I po
jednym, idac od konica, a nastepnie byé¢ moze jeden z nich skracamy. Zobaczmy, ze po takich
zmianach nasz splot pozostaje niepoprawny.

e By¢ moze ponizej 0 spada pewien zab Z z A. Jesli usuniemy jaki$ znajdujacy sie wczesniej
maksymalny zab z B (majacy koniec nie nizej niz poczatek) albo skrocimy jakis maksymalny
zab z B do krotszego zeba (a wiec rosnacego o nie wiecej niz oryginalny), to wszystko co
jest dalej zostanie podczepione nizej niz wezesniej (ewentualnie zostanie na tym samym
poziomie), wiec rozwazany zab Z nadal spada ponizej 0.

e Zalozmy wiec, ze ponizej 0 spada pewien zab Z z B (z grupy 1), ktory wlasnie chcemy usunaé¢
lub skrocié.
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— Czy Z moglby by¢ ostatnim zebem w naszym splocie zeboéw z A i z grupy 1?7 Skoro jest
on w grupie I, to w A znajduje sie zagb Z’ o tej samej glebokosci i jest on w splocie
tuz przed Z. Jednak Z’ jest podczepiony nie wyzej niz Z (poniewaz Z znajduje sie
jeszeze po Z', ktory na pewno nie obniza poziomu). Skoro jednak Z’' i Z maja te sama
glebokosé, to juz Z' (zab przedostatni) spada ponizej 0.

— Zalozmy, ze chcemy usunaé zab Z. Poniewaz zeby w splocie sg posortowane po glebo-
kosci, to zab Z’ znajdujacy sie po Z ma niemniejsza gtebokosé. Jak usuniemy Z, to Z’
bedzie podczepiony na tym samym poziomie co teraz Z, wiec tez bedzie spadal ponizej
0.

— By¢ moze maksymalny zab Z chcemy skroci¢ do krotszego zeba. Jednak z Obserwacji
1 wiemy, ze ten krotszy zab bedzie mial te sama gltebokosé, wiec takze bedzie spadal
ponizej 0.

Kolejna mozliwosé: B[S] < Bla] + minir,. Oznacza to, ze jesli przed pozycja A bedaca na
poziomie —miniy, wstawilibySmy caly fragment [a, 5] ciagu B, to nadal bytaby ona na poziomie
ujemnym. Byé¢ moze przed rozwazana pozycja A znajdzie sie tylko czes¢ z tych zebow z naszego
fragmentu B, ale wtedy jej poziom bedzie tylko jeszcze nizszy.

Ostatnia mozliwosé: pewien punkt v € [a, 8] spelnia B[y] < Bla] — A[s]. Jesli przed « sa
wszystkie z¢by z A, to 7y schodzi na poziom A[s] — Bla] + B[y] < 0. Potencjalnie czes¢ z¢bow z A
moze by¢ po v, ale wtedy 7 bedzie podczepiony niewyzej (bo te brakujace zeby z A go wczesniej
podnosilty), wiec w tej sytuacji tym bardziej v zejdzie ponizej poziomu 0. O

Nasz algorytm przejdzie rekurencyjnie po drzewie kartezjanskim dla B. Badajac poddrzewo o
wierzchotku z, badamy tak naprawde fragment [i, j] ciagu B, gdzie i to najblizsza pozycja przed z
bedaca jego lewym przodkiem (lub poczatek ciagu, gdy nie ma lewych przodkow), a j to najblizsza
pozycja po x bedaca jego prawym przodkiem (lub koniec ciagu, gdy nie ma lewych przodkow).
Dla takiego fragmentu wyznaczymy:

L) dla kazdego poziomu y, liczbe punktow « na poziomie y spetniajacych jednoczesnie

(a) i<a<j,
(b) sply- =0,

(¢) dla kazdego v € [, j] oraz dla kazdego v nalezacego do maksymalnego lewego zeba
zaczynajacego sie w o~ zachodzi B[y] > Bla] — Als];

P) symetryczna informacje dla zebow prawych,

W) liczbe fragmentow [a, ] spetniajacych ¢ < o < 8 < j oraz Bla], B[] < Blz], ktére mozna
splesé z A.

Aby wszystko tadnie sie sktadato, w powyzszej definicji L wystepuje a™, czyli obnizona wersja
punktu «; dzieki temu L zalezy tylko od poziomu punktu «, a nie od tego jak jego wysokosé
poréwnuje sie z wysokosciami innych punktéw na tym samym poziomie. Zab zaczynajacy sie w
a~ (o ktérym mowa w warunku (c¢)) zwykle ma minimum przed j, ale nie musi tak byé¢ gdy a lezy
na odcinku [¢,7 4+ 1) powyzej poziomu Blj].

Informacje z punktéw L i P bedziemy przechowywaé¢ w odpowiedniej strukturze, ktora opisze
po przedstawieniu sposobu obliczania tych informacji (natomiast wynik z punktu W akumulujemy
w globalnej zmiennej).

Zobaczmy najpierw, ze umiemy obliczy¢ spl,, dla kazdej pozycji z, w jednym przebiegu od pra-
wej do lewej. Jesli w x nie zaczyna sie zaden lewy zab, to spl, to po prostu —mini;, (minimalna
warto$¢ w A na calym prefiksie [0, s]). Tak samo bedzie, jesli maksymalny lewy zab [z, z] zaczyna-
jacy sie w z ma glebokos¢ wieksza niz wszystkie zeby z A: wtedy on (i wszystkie pozniejsze zeby,
ktore sg jeszcze glebsze) trafia do grupy 11, a grupa I pozostanie pusta. W przeciwnym przypadku
(tj. zab [z, z] trafia do grupy I) znajdujemy wyszukiwaniem binarnym w zebopodziale A ostatni
zab nie glebszy niz glebokosé g, zeba [z, 2] z B. Niech o, bedzie koricem znalezionego zeba (lub
o, = 0 jesli takiego nie ma); jest to miejsce ciagu A, w ktorym wpleciemy nasz zab [z, z] zgodnie
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z Lematem 3. Niech pref, bedzie poziomem najnizszej pozycji na prefiksie A od 0 do o, (pozycja
ta jest minimum ostatniego zeba przed o,). Mozna zobaczy¢, ze

spl, = min(pref ,, Aloz] — 9., Blz] — Blx] + spl,). (1)

Istotnie, pref, to minimum na fragmencie splotu przed zebem [z, z], natomiast Afo,] — g, to
minimum na tym zebie wplecionym w odpowiednim miejscu. Jedli minimum spl, poprzedniego
splotu (tego, uwzgledniajacego ciag zebow zaczynajacy sie w z) bylo osiggane po pozycji o, to
po podniesieniu o B[z] — B[x] stanie si¢ ono minimum na dalszej czesci naszego splotu. Jesli
za$ spl, wypadato w poprzednim splocie przez o,, to z jednej strony mamy spl, = pref,, wiec
Blz] — B[z] + spl, i tak nie kontrybuuje do minimum w powyzszym wzorze; z drugiej zas strony
rowniez w nowym splocie cze$¢ po o, (podniesiona teraz dodatkowo przez wstawiony zab [z, z])
nie bedzie siegala najnizej.

Rozwazmy teraz 1is¢ x. Przede wszystkim, czes¢ W (wynik) daje 0, gdyz wszystkie poza x
punkty na przedziale [i,j] maja poziom wiekszy niz z, wiec w ogole nie mamy przedzialow do
rozwazenia.

Zobaczmy teraz co dzieje sie w czesci L wyniku; czesé P jest symetryczna. Do czesci L musimy
uwzgledni¢ punkty « z odcinkéw [z — 1,z) oraz [z, + 1) (otwarte, bo punkt  + 1 = j juz nas
nie interesuje, natomiast punkt x chcemy uwzgledni¢ tylko raz), o ile istnieja (co nie zachodzi
dla pierwszej i ostatniej pozycji). Przypomnijmy, ze kazdy z tych odcinkoéw jest podzielony na
kawalki, a dla kazdego kawalka znamy koniec z maksymalnego lewego zeba zaczynajacego sie w
dowolnym punkcie @~ na tym kawalku (patrz rysunek pare stron wezesniej). Rozwazymy kazdy
kawatek osobno. Wyznaczmy w lewym zebopodziale A pozycje d, w ktorej zaczyna sie¢ pierwszy
zab siegajacy ponizej poziomu 0 (lub d = s, jesli takiego zeba nie ma). Zobaczmy, ze koniunkcja
warunkow (b) i (¢) z definicji powyzej jest rownowazna koniunkeji nastepujacych warunkow:

(d) glebokos¢ g,- zeba [a, z] spelnia g,- < A[d],
(e) Bla] < B[z] + spl,.

Istotnie, zobaczmy najpierw co dzieje sie, gdy go- > A[d]. Jesli wowczas d = s, to nie zachodzi
punkt (c¢) dla v bedacej minimum zeba [o ™, z]. Jesli zas d < sinasz zab [a, z] wstawimy do A w d
lub wczesniej (czyli nizej), to zejdzie on ponizej poziomu 0, powodujac spl,- < 0. Natomiast jesli
wstawiamy go pozniej, to zab z A zaczynajacy sie w d zejdzie ponizej 0 i tez spl,- < 0. Spojrzmy
teraz co dzieje sie, gdy go- < Ald]. W szczegdlnosci mamy wtedy g,- < A[s], co powoduje, ze
punkt (c) zachodzi, natomiast spl,- liczymy z wzoru (1), gdzie jako x bierzemy o, przy czym
zab (o™, z] wstawiamy nie dalej niz w punkcie d. Sprawia to, ze pref ,— > 0 oraz A[oa-]—ga- >0
(nawet jesli o,- < d, to g,- nie przekracza glebokosci zeba zaczynajacego sie w o,—, ktory nie
schodzi ponizej 0). Wzor (1) implikuje zatem, ze rownowazne staja sie warunki (b) spl_ - > 0 oraz
(e) Bla) < Blz] + spl,.

Przyjrzyjmy sie jeszcze raz warunkowi (d). Otoéz, dla rosnacego odcinka [x,z + 1) warunek
ten zachodzi automatycznie, bo gleboko$¢ dowolnego zeba zaczynajacego sie na tym odcinku jest
0. Natomiast dla kazdego kawaltka malejacego odcinka [z — 1,2) mamy ustalone minimum m
zeba zaczynajacego sie w a~, co daje nam nier6wnos$¢ Bla] < A[d] + B[m|. Zatem tak czy
inaczej warunki (d) i (e) daja nam po prostu jakie§ gorne ograniczenie na poziom punktu «. Do
czesci L wyniku dodajemy po jednym punkcie dla tych pozioméw rozwazanego kawalka, ktore
spelniaja to ograniczenie (moze to by¢ fragment tego kawalka, ale ograniczenie moze tez wypasé
poza kawaltkiem dajac caly kawalek lub zbiér pusty).

Warto (cho¢ moze nie trzeba) zauwazy¢ tez, ze warunki (b) i (¢) sa monotoniczne: im nizszy
punkt o wezmiemy, tym bardziej one zachodza. Zatem najnizsze kawalki beda wziete w caltosci,
pozniej jaki§ kawalek w czesei, a kolejne juz nie beda brane (kazdej z tych grup moze nie by¢).
Daje to jeden przedzial pozioméw dodany do struktury L dla [x—1, x) i rowniez jeden dla [z, x4 1).

Rozwazmy teraz x, ktory nie jest liSciem. Niech ¢,; beda jak powyzej, a ponadto niech ¢
bedzie lewym synem z, a p prawym synem x (ktorys z nich moze nie istnie¢). Oczywiscie najpierw
wywolujemy sie rekurencyjnie dla synéw. Zobaczmy najpierw jakie nowe (tzn. nieuwzglednione w
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synach) fragmenty musimy uwzgledni¢ do wyniku W. Niech —diff to réznica poziomoéw na A; na
naszym fragmencie B chcemy uzyskaé¢ roznice diff.

e Przede wszystkim chcemy uwzglednic takie fragmenty [, §], ktore oproczi < a < x < < j
oraz Bla], B[] < Blz] speliaja takze o < x < 8 (mozliwe tylko jesli obaj synowie istnieja).
Splatajac z A bedziemy rozwaza¢ fragment [a~, 7], jednak jest to ten sam fragment co
[, B], jedynie podzial na zeby moze mie¢ inny). W strukturze L dla lewego syna mamy
takie «, ze

(a) i<a<uw,
(b) sply- =0,

(¢) dla kazdego v € [a,x] oraz dla kazdego v nalezacego do maksymalnego lewego zeba
zaczynajacego sie w a~ zachodzi B[y] > Bla] — Als].

Jednak dla « speliajacych Bla] < Blx] widzimy, Zze minimum maksymalnego lewego zeba
zaczynajacego sie w o~ nie moze by¢ poézniej niz z, zatem warunek (c¢) moéowi rownowaznie,
ze kazdy punkt v € [o, x] spelnia B[y] > Bla] — A[s]. Jesli dodatkowo ograniczymy sie do
punktéow « takich, ze Bla] < B[z] — minir, to zgodnie z Lematem 5 beda to dokladnie
te punkty, dla ktorych fragment [a~, x| mozna sples¢ z lewymi zebami z A. Symetryczna
rzecz uzyskujemy w strukturze P dla prawego syna. Musimy wiec dla kazdego poziomu y
przemnozy¢ liczbe punktéw « na poziomie y z pierwszej lewej struktury oraz [ na poziomie
y + diff z prawej struktury.

e Pozostaja jeszcze przypadki szczegolne. Otoz, moze sie zdarzyé, ze prawe zeby z A da sie
splesé z pustym ciagiem zebow z B oraz diff > max(1, miniy) (a ¢, czyli lewe dziecko z
istnieje). Wowczas punkt 5 moze byé gdzies na odcinku [z — 1, 2] i spelnia¢ B[] < B[S] <
Blx] (przez co nie byl policzony w lewym dziecku, gdzie braliSmy pod uwage tylko B[5] <
B[¢]). Jest po jednym takim punkcie w kazdym poziomie w odpowiednim zakresie, natomiast
struktura L da nam liczbe punktéw « na pasujacym (czyli nizszym o diff) poziomie, dla
ktorych splot fragmentu [a~, 8] z lewymi zebami z A jest mozliwy. Warunek diff > minir,
zapewni nam, ze Bla] < B[f] — minir, co zgodnie z Lematem 5 jest konieczne aby splot byt
poprawny.

e Jesli x ma zarowno prawe dziecko p jak i prawego przodka (ktorym jest wowczas j), to
analogiczna sytuacja zachodzi w prawym poddrzewie: 8 moze by¢ gdzies na odcinku [j—1, j]
i spelia¢ Blp] < B[S] < Blx].

e Mamy tez symetryczne przypadki, gdy lewe zeby z A da sie sple$é¢ z pustym ciagiem zebow
z B oraz —diff > max(l, minip) (gdzie minip jest zdefiniowane symetrycznie wzgledem
minir, czyli dla czesci na prawo od maksimum w A).

e Dla diff = 0 potrzebujemy analogiczne przypadki, opisujace splot z fragmentem [«, 8], dla
ktorego Bla] = B[] a wszystkie v € («, 5) sa na $cisle nizszym poziomie. Taki splot jest
poprawny gdy miniy, = minip = 0. W pierwszym przyblizeniu robimy to samo co powyzej,
ale tylko raz, tzn. ustalamy sobie na przyklad, ze ten fragment B bedzie traktowany jako
prawy zab. Trzeba jednak uwazaé, aby nie policzy¢ pustych fragmentéw B; one automa-
tycznie dodaja sie dla kazdego punktu SciSle wewnatrz malejacego odcinka, wiec nalezy je
odjagc.

Przyjrzyjmy sie, jak uzyskaé¢ strukture L dla x ze struktur L dla obu poddrzew. Ot6z punkty
ze struktury dla prawego poddrzewa bierzemy po prostu wszystkie. Natomiast jesli punkt o
byt opisany przez strukture dla lewego poddrzewa, to (zgodnie z definicja) musimy go usunaé
jesli dla najnizszej pozycji m prawego poddrzewa mamy B[m] < Bla| — A[s]. Innymi stowy,
usuwamy wszystkie punkty na poziomach wyzszych niz B[m] + A[s]. Symetrycznie postepujemy
dla struktury P.
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Pozostaje odpowiednio zdefiniowaé strukture L (oraz symetryczng strukture P). Przypomnijmy,
ze jej zadaniem jest przechowywanie dla kazdego poziomu y liczby punktéw na tym poziomie
(spelniajacych odpowiednie warunki). Bedziemy na niej wykonywaé nastepujace operacje:

e Do kazdego poziomu na danym przedziale [yo,y1) dodaj po k punktow.

e Usun wszystkie punkty na poziomach > yq.

e Daj mi laczng liczbe punktéw na danym przedziale [yo, y1].

e Daj mi zawartos¢ calej struktury w postaci (najkrotszej mozliwej) listy trojek (yo,y1,1%)

mowiacych, ze dla kazdego z pozioméw w przedziale [yg, y1) jest i punktow.
Chcialbym, aby pierwsze 3 operacje dzialaly w czasie O(logn), a ostatnia w czasie proporcjonal-
nym do liczby zwréconych trojek razy logn. Zrealizujemy to jako dynamiczne drzewo przedzialowe
(tzn. bede tworzyl tylko potrzebne wezly). W kazdym wierzchotku trzymam taczng liczbe punk-
tow w opisywanym przez wierzcholek przedziale. Lisciem moze by¢ taki przedzial poziomow, ze
dla kazdego poziomu mamy tyle samo punktow.

Zobaczmy, ze gdy wynikiem dla pewnego poddrzewa jest struktura L, to taczna liczba istotnych
pozioméw (czyli takich, na ktorych zaczyna sie lub koriczy ktory$ z wstawionych przedziatow
poziomoéw) jest liniowa wzgledem jego rozmiaru.

Gdy taczymy dwie struktury L z poddrzew jakiego$ wierzcholka, to mniejsza zamieniamy na
liste przedzialéw (ostatnia operacja) i kazdy z nich dodajemy do drugiej struktury. Liczac wynik
W w tym wierzchotku réwniez postepujemy w ten sposoéb: z mniejszego poddrzewa bierzemy liste
przedzialow i dla kazdego z nich czytamy laczng liczbe punktéw na tym przedziale (odpowiednio
przesunietym) w drugiej strukturze. Wazna wlasno$¢ drzewa kartezjariskiego (dowolnego drzewa
binarnego) jest taka, ze suma po wszystkich wierzchotkach x z rozmiaru mniejszego z dwoch
poddrzew zaczynajacych sie w z jest rzedu O(n - logn). Bedzie wiec tyle wlasnie jednostkowych
operacji na naszych drzewach przedzialowych. Daje to taczna zlozonosé O(n - logn - log¥), gdzie
¢ to dtugosé rozkompresowanych ciggow.

Zwr6émy uwage, ze przy obecnych ograniczeniach wynik na pewno miesci sie w long long: dla
kazdego mozliwego poczatku przedziatu, na ktéry mamy 10'! mozliwoéci, i dla kazdego odcinka,
na ktory mamy 10° mozliwosci, koniec moze by¢é tylko w jednym miejscu tego odcinka.

Alternatywna struktura danych. Jesli nie chcemy korzystaé¢ z dynamicznego drzewa prze-
dzialowego, mozemy postapi¢ minimalnie inaczej. Mianowicie, w pierwszym przebiegu wyzna-
czamy tylko listy wszystkich operacji na strukturach L (wstawianie, przycinanie) i zapisujemy je
na listach w poszczegblnych wierzchotkach drzewa kartezjanskiego. Majac te poziomy, sortujemy
je wszystkie i indeksujemy je kolejnymi liczbami naturalnymi (liczba tych pozioméw jest liniowa).
Wsortowujemy tez od razu poziomy, dla ktérych bedzie nastepowal odczyt przy liczeniu wyniku
W; sa to te same poziomy co powyzej, lecz przesuniete o diff (roznice pozioméw w ciagu A).
Nastepnie robimy drugi przebieg po drzewie, wykonujac juz faktyczne operacje na naszych struk-
turach, ktorymi beda tym razem zwykle drzewa przedzialowe w tablicy (liscie to kolejne indeksy
poziomoéw z naszej listy). Kazde z nich ma rozmiar liniowy, proporcjonalny do liczby wszystkich
poziomoéw z listy. To nie jest problem, bo te same drzewa przedzialowe uzywamy wielokrotnie.
Czyszczenie drzewa przedzialowego przed uzyciem w kolejnym miejscu robimy operacja przycie-
cia na samym poczatku, co sprowadza sie do oznaczeniu w korzeniu, ze drzewo jest puste. Jesli
w kazdym wierzchotku drzewa kartezjanskiego schodzimy najpierw do wiekszego poddrzewa, a
potem do nizszego, to taczna liczba drzew przedzialowych potrzebnych rownoczes$nie jest logaryt-
miczna. Zatem zuzycie pamieci pozostaje rzedu O(n - logn); w praktyce siega 300 MB, czyli jest
zauwazalnie wieksze niz w rozwiazaniu z dynamicznym drzewem przedzialowym.
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