
《抽奖机》解题报告 

1 题目描述 

1.1 题目大意 

有𝑛个转轮构成的转轮组𝑆，每个转轮的档位在0,1,2之间循环。 

给定了𝑚种操作，每种操作𝑎𝑖 , 𝑏𝑖表示从𝑆中随机选出𝑎𝑖个转一次，𝑏𝑖个转两次，每轮会

选取一种操作的一种转法进行。 

求𝑘轮后，最终抽奖机恰好有𝑖个转轮在1档，𝑗个转轮在2档的方案数𝑚𝑜𝑑 109 + 9。 

1.2   数据范围 

对于所有数据，满足𝑛 ≤ 120, 𝑚 ≤ 105, 𝑘 ≤ 1018, ∀ 0 ≤ 𝑎𝑖 , 𝑏𝑖 ≤ 𝑛, ∀ 𝑎𝑖 + 𝑏𝑖 ≤ 𝑛。给定

的𝑚个模式之间可能有重复。 

特殊性质：有25%的测试点满足𝑏𝑖 = 0。 

2  解题过程 

2.1  算法 0 

用三进制存储状态，纯暴力枚举每轮的变化，复杂度𝑂(((3𝑛)2~ (3𝑛)3) ⋅ 𝑘) 

2.2  算法 1  

推论  在每轮操作过后，所有恰好有𝑖个转轮在1档，𝑗个转轮在2档的状态方案数相同 

设第𝑐轮后，一个恰好有𝑖个转轮在1档，𝑗个转轮在2档的状态的方案数为𝑓𝑐(𝑖, 𝑗)，可以

用递推的方式（归纳法）证明，同时求得解。 

证明与递推 

设满足𝑎𝑖 = 𝑥, 𝑏𝑖 = 𝑦的操作有𝑔(𝑖, 𝑗)个， 

当𝑐 = 0时，只有均在0档的为一个状态，𝑓0(0,0) = 1。 

当𝑐 = 𝑘 ≥  1时，考虑一个恰好有𝑖个转轮在1档，𝑗个转轮在2档的状态，其所对应的父

状态。 

设在这个状态所有档位为𝑥的转轮中，在上一轮被转了𝑦次的有𝑎𝑥,𝑦个，则满足𝑎0,0 +

𝑎0,1 + 𝑎0,2 = 𝑛 − 𝑖 − 𝑗，𝑎1,0 + 𝑎1,1 + 𝑎1,2 = 𝑖，𝑎2,0 + 𝑎2,1 + 𝑎2,2 = 𝑗，并且得到： 



𝑓𝑐(𝑖, 𝑗) = ∑ (
𝑛 − 𝑖 − 𝑗

𝑎0,0, 𝑎0,1
) (

𝑖

𝑎1,0, 𝑎1,1
) (

𝑗

𝑎2,0, 𝑎2,1
) 𝑓𝑐−1(𝑎0,2 + 𝑎1,0 + 𝑎2,1, 𝑎0,1 + 𝑎1,2

𝑎

+ 𝑎2,0)𝑔(𝑎0,1 + 𝑎1,1 + 𝑎2,1, 𝑎0,2 + 𝑎1,2 + 𝑎2,2)   

容易发现对于任意一个恰好有𝑖个转轮在1档，𝑗个转轮在2档的状态，其前驱状态的方

案数均相同，因此推论成立。而枚举𝑎中的6个元素即可确定一组合法的𝑎，暴力实现递推

的复杂度为𝑂(𝑛8 ⋅ 𝑘)，实际上常数极小。 

2.3  算法 2 

优化算法 1的递推，先枚举𝑖, 𝑗之后，令ℎ𝑎,𝑏,𝑥,𝑦为前驱状态有𝑎个1，𝑏个2，有𝑥个位置

转了1次，有𝑦个位置转了两次的方案数。依次将𝑛个位置中的每一个加入，枚举这个位置

转了几次，同时递推ℎ的值。每轮递推复杂度为𝑂(𝑛5)，这样同时还去掉了组合数，总复杂

度为𝑂(𝑛7𝑘)。 

2.4  算法 3 

用矩阵优化上述算法，记录一轮操作中从(𝑖, 𝑗) → (𝑎, 𝑏)的方案数，一轮操作的转移同

上面的递推。矩阵的规模为𝑂(𝑛2)，因此总复杂度为𝑂(𝑛7 + 𝑛6𝑙𝑜𝑔 𝑘)。 

2.5  算法 4 

针对𝑏𝑖 = 0的优化，此时只需要枚举3个数即可确定一组合法的𝑎，因此递推总复杂度

为𝑂(𝑛5)。 

2.6  𝟑 − 𝐅𝐖𝐓 

下面的优化均基于3 − FWT，下面简单介绍3 − FWT： 

设𝜔为𝑚𝑜𝑑  𝑃 = 109 + 9意义下的3次单位根，𝑨是一个𝑛维向量，每一维的值∈

{0,1,2} ，记这个向量第𝑖维0 ≤  𝑖 < 𝑛的值为𝐴𝑖。这样的向量对应原问题的一个状态，定义

这样的向量之间的运算。 

1.加减法𝑨 ± 𝑩 = ((𝐴0 ± 𝐵0)𝑚𝑜𝑑 3, (𝐴1 ± 𝐵1)𝑚𝑜𝑑 3, ⋯ ) 

2.内积𝑨 ⋅ 𝑩 = ∑ 𝐴𝑖 ⋅ 𝐵𝑖 

设𝐹(𝑥)为一个多项式，其每一项的指数为类似𝐴的向量，记作𝐹(𝑥) = 𝑓1𝑥𝑨𝟏 + 𝑓2𝑥𝑨𝟐 ⋯ 

记[𝑥𝑨]𝐹(𝑥)为𝐹(𝑥)中指数为𝑨的一项的系数。同理，记𝐺(𝑥) = 𝑔1𝑥𝑩𝟏 + 𝑔2𝑥𝑩𝟐 ⋯。可以根据

向量的加法，定义这样多项式之间的乘法。 

2.6.1  正变换 

3 − FWT用于优化这样多项式的乘法，首先需要对于𝐹(𝑥)做一步转化： 



设𝐹′(𝑥)为𝐹(𝑥)经过3 − FWT变换的结果，则[𝑥𝑼]𝐹′(𝑥) = ∑ [𝑥𝑽]𝐹(𝑥) ⋅ 𝜔𝑼⋅ 𝑽
𝑽  （这是NTT

的高维形式），定义𝐹′(𝑥) ⋅ 𝐺′(𝑥) = ∑[𝑥𝑨]𝐹(𝑥) ⋅  [𝑥𝑨]𝐺(𝑥) ⋅  𝑥𝑨，则有𝐹′(𝑥) ⋅ 𝐺′(𝑥) =

(𝐹(𝑥)𝐺(𝑥))′，这容易由𝑤𝑼⋅(𝑨+𝑩) = 𝑤𝑼⋅𝑨+𝑼⋅𝑩得到。 

2.6.1  逆变换 

[𝑥𝑼]𝐹(𝑥) =
1

3𝑛
∑ [𝑥𝑽]𝐹′(𝑥) ⋅ 𝜔−𝑼⋅𝑽

𝑽    

3次单位根反演：∑ (𝜔𝑛)𝑖2
𝑖=0 = {

3                    𝑛 = 0
(𝜔𝑛)3 −1

𝜔𝑛−1
= 0   𝑛 = 1,2

  ，逆变换是该反演的高维形式。 

简要证明  

1

3𝑛
∑  [𝑥𝑽]𝐹′(𝑥) ⋅ 𝜔−𝑼⋅𝑽

𝑽

 

=
1

3𝑛
∑  𝜔−𝑼⋅𝑽 ∑ 𝜔𝑽⋅𝑾[𝑥𝑾]𝐹(𝑥)

𝑾𝑽

 

=
1

3𝑛
∑  [𝑥𝑾]𝐹(𝑥) ∑ 𝜔𝑽⋅(𝑾−𝑼)

𝑽𝑾

 

容易发现∑ 𝜔𝑽⋅(𝑾−𝑼)
𝑽 就是单位根反演在每个维度上的式子（即𝑛 = (𝑾 − 𝑼)0, 𝑛 =

(𝑾 − 𝑼)1, ⋯）的乘积，因而
1

3𝑛
∑ [𝑥𝑽]𝐹′(𝑥) ⋅ 𝜔−𝑼⋅𝑽

𝑽 = [𝑥𝑼]𝐹(𝑥)。 

2.6.3  3-FWT 与本题的联系 

由于本题的模数𝑃 = 109 + 9满足𝑃 𝑚𝑜𝑑 3 = 1，因此3次单位根容易通过原根得到。 

将每次操作之后的结果用如上的一个多项式𝐹𝑐(𝑥)描述,由推论 1以及3 − FWT正变换的

性质,容易发现[𝑥𝑨]𝐹𝑐(𝑥), [𝑥𝐴]𝐹𝑐
′(𝑥)的值都只与𝑨中0,1,2的个数有关。因此我们只需要𝑂(𝑛2)

个数就可以描述一个多项式，并且在此基础上进行变换。 

不妨用𝑓(𝑖, 𝑗)表示在多项式𝐹中，指数向量包含𝑖个1,𝑗个2的一项的系数，初始多项式

𝐹0(𝑥)只有𝑓0(0,0) = 1有值，模拟3 − FWT可知，𝐹0(𝑥)的每一项系数都为 1。一轮操作的转

移多项式𝐺(𝑥)由题目给定，𝑔(𝑢, 𝑣)即为𝑎𝑖 = 𝑢, 𝑏𝑖 = 𝑣的个数。 

我们需要计算𝐹𝑘(𝑥) = 𝐹0(𝑥) ⋅ 𝐺𝑘(𝑥)，只要求得𝐺′(𝑥)，𝐹𝑘′(𝑥)，最后再通过逆操作得到

答案。 

由于3 − FWT的正逆变换类似，而完成3 − FWT后只需要𝑂(𝑛2)次快速幂，因此这个算

法的复杂度主要由3 − FWT的速度决定。 

2.7  算法 5 



 考虑变换表达式[𝑥𝑼]𝐹′(𝑥) = ∑ 𝜔𝑼⋅𝑽[𝑥𝑽]𝐹(𝑥)𝑽 ，要求[𝑥𝑼]𝐹′(𝑥)我们可以像前面的暴力

算法一样，枚举𝑼, 𝑽对应位置为𝑈𝑖 = 𝑥, 𝑉𝑖 = 𝑦的个数，复杂度为𝑂(𝑛8)。 

2.8  算法 6 

 为了便于描述，我们用二元形式幂级数来等价地表示多项式，记𝐹(𝑥)为𝐹(𝑥, 𝑦) =

∑ 𝑓(𝑖, 𝑗) ⋅ 𝑥𝑖𝑦𝑗。 

设所求的[𝑥𝑼]𝐹′(𝑥) = ∑ 𝜔𝑼⋅𝑽[𝑥𝑽]𝐹(𝑥)𝑽 的𝑼中包含𝑖个1，𝑗个2。用类似算法 2的优化，

我们用递推每一项的贡献来优化，记ℎ𝑎,𝑏为𝑽包含𝑎个1、𝑏个2的答案，依次考虑𝑼的每一

位，枚举其对应𝑽的这一位为0,1,2，然后将对应的单位根作为权值乘入。 

形式化的，就是求𝐻𝑖,𝑗(𝑥, 𝑦) = (1 + 𝑥 + 𝑦)𝑛−𝑖−𝑗 + (1 + 𝜔𝑥 + 𝜔2𝑦)𝑖 + (1 + 𝜔2𝑥 +

𝜔4𝑦)𝑗。单次求系数复杂度为𝑂(𝑛3)，总复杂度为𝑂(𝑛5)。 

2.9  算法 7 

 由𝐻𝑖,𝑗(𝑥, 𝑦)的定义式，不难得到递推式： 

𝐻𝑖,𝑗 = 𝐻𝑖,𝑗−1 ⋅
(1 + 𝜔2𝑥 + 𝜔4𝑦)

1 + 𝑥 + 𝑦
 

 可以在枚举𝑖, 𝑗的过程中，用单次𝑂(𝑛2)的时间来维护乘法除法，总复杂度𝑂(𝑛4)。 

2.10  常数优化 

 由于本题需要两次做特殊的3 − FWT变换，同时每次又有多次乘除以及取模操作，因

此本身常数并不小，本题的最后一档数据点考验轻度的常数优化能力。区分 𝑛 = 110 和 

𝑛 = 120 也防止了部分实现不佳的代码被卡掉过多的分，而实际验证发现常数优化效果并

不足以区分，赛场上还出现了远远快于标算的实现方式。 

2.11  无需 FWT 的思路 

 参考一个类似的二维版本题目 Codechef 2019 OctChanllenge Queries on Matrix 

3  总结 

 这道题思考难度因人而异，实际较为模板，主要考察对于单位根的应用和3 − FWT 的

理解、递推维护多项式的方法。标算的实现难度不高。 
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