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简要题意

给定一棵 n 个节点的以 1 为根的树 T 和整数 k，求有多少个
n + m 个节点的以 1 为根的树 T′，使得

• ∀1 ≤ i, j ≤ n,LCAT(i, j) = LCAT′(i, j)；
• ∀1 ≤ i, j ≤ n + m,LCAT′(i, j) ≤ max(i, j) + k。

答案对 (109 + 7) 取模。n ≤ 3× 104,m ≤ 3000, 0 ≤ k ≤ 10
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吐槽

你这棵树怎么输入进来没用啊？
怎么标算这么菜啊？
这题真没超纲吗？
⋯⋯
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n,m ≤ 4

暴力枚举所有树形态判断是否满足题目条件，由于范围非常小所
以不管复杂度是啥应该都能过，获得 10 分。
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m = 0

输出 1，获得额外的 5 分。
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m = 1

节点 n + 1 有两种“放入”T 的方式：插入在其中一条边里（方
案数 n − 1），或者接在某个节点下面（方案数 n）。
输出 (2n − 1) 获得额外的 10 分。
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m = 2

跟 m = 1 类似，讨论两个节点怎么放入 T 里。注意可以 (n + 2)
接在 (n + 1) 下面，或者 (n + 1) 接在 (n + 2) 下面。

对于 k = 0 的情况，需要注意 (n + 1) 接在 (n + 2) 下面且
(n + 2) 插在一条边里的方案非法。
出题人贴心地将 k = 0 和 k ̸= 0 的情况都给在了大样例里。
输出 {

(2n − 1)(2n + 1), k = 0

(2n − 1)(2n + 1) + (n − 1), k > 0

获得额外的 10 分。
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m = 2
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(n + 2) 插在一条边里的方案非法。
出题人贴心地将 k = 0 和 k ̸= 0 的情况都给在了大样例里。
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m = 2
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输出 {

(2n − 1)(2n + 1), k = 0
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获得额外的 10 分。
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n = 1, k = 0,m ≤ 100

n = 1 意味着 LCA 一致的条件是没用的，我们需要考虑的是所
有有根树。
同时 k = 0 意味着第二个条件（LCA(i, j) ≤ max(i, j)）只关注节
点编号的大小关系，而不关注它们的具体数值。

设 fn 表示将 [n] = {1, 2, · · · ,n} 组成一棵（可以以任意节点为根
的）有根树使得其满足第二个条件的方案数，gn 表示将 [n] 组成
一个满足第二个条件的森林（LCA(i, j) 只算在同一棵树里）的
方案数，那么答案就是 gm。
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n = 1, k = 0,m ≤ 100

n = 1 意味着 LCA 一致的条件是没用的，我们需要考虑的是所
有有根树。
同时 k = 0 意味着第二个条件（LCA(i, j) ≤ max(i, j)）只关注节
点编号的大小关系，而不关注它们的具体数值。
设 fn 表示将 [n] = {1, 2, · · · ,n} 组成一棵（可以以任意节点为根
的）有根树使得其满足第二个条件的方案数，gn 表示将 [n] 组成
一个满足第二个条件的森林（LCA(i, j) 只算在同一棵树里）的
方案数，那么答案就是 gm。
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n = 1, k = 0,m ≤ 100

gn 的转移比较容易：每次我们选一个子集把它分出去作为一棵
新的子树即可。注意我们提到的 k = 0 的条件，意味着任选这个
子集，它们构成合法的树的方案数都是 fx，剩余部分都是 gn−x。
为了保证顺序唯一我们需要保证子集里的最小值必须要在枚举出
来的这个子树里。

gn =

n∑
i=1

(
n − 1

i − 1

)
fign−i.
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n = 1, k = 0,m ≤ 100

对于 fn，我们先枚举根的编号。如果根不是 1，那么比根编号小
的必须要在同一棵子树里。枚举这棵子树的大小，有

fn = gn−1 +

n∑
i=2

n−1∑
j=i−1

(
n − i

j − (i − 1)

)
fjgn−j−1.

复杂度 O(m3)，可以获得额外的 10 分。
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n = 1, k = 0,m ≤ 3000

注意到如果根不是 1，那么枚举了 1 所在的子树包含哪些节点之
后，根节点直接确定了。所以有

fn = gn−1 +

n−1∑
i=1

(
n − 1

i − 1

)
fign−i−1.

当然你也可以通过交换 O(m3) 做法的求和顺序然后用∑m
i=0

(n+i
i
)
=

(n+m+1
n+1

)
得到同样做法。

复杂度 O(m2)，可以获得额外的 5 分。

你也可以用 O(m3) 程序打表获得额外的 5 分。
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n = 1, k = 0,m ≤ 3000

注意到如果根不是 1，那么枚举了 1 所在的子树包含哪些节点之
后，根节点直接确定了。所以有

fn = gn−1 +
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(
n − 1

i − 1

)
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当然你也可以通过交换 O(m3) 做法的求和顺序然后用∑m
i=0

(n+i
i
)
=

(n+m+1
n+1

)
得到同样做法。

复杂度 O(m2)，可以获得额外的 5 分。
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k = 0, n,m ≤ 100

最后 T′ 一定是由 T 按照这样的方法得来：将 m 个新节点划分
给每条边和每个节点，每个节点划分到的新节点挂在其底下，每
条边分到的节点作为这条边扩展出的新节点。
由于每条边和每个点的方案数只和分过来的新节点数相关，所以
可以发现这是一个背包。
每个点的方案数就是 g⋆，每条边的方案数可以类似上面的方法
计算，需要注意根节点有一棵子树连向比新加节点编号都更小的
节点。
复杂度 O(nm2 + m3)，可以获得额外的 10 分。
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k = 0

其实答案有很好的形式：

(2n − 1)(2n + 1) · · · (2n + 2m − 3).

接下来我们来证明它。

对于一个满足条件的树，考察 (n + m)，其度数必须不超过 2，
否则第二个条件无法满足。如果 (n + m) 是叶子就把它删掉，如
果度数为 2 就把两条邻边缩起来，这样得到了一棵 (n + m − 1)
个节点的合法的树。
同时对于 (n + m − 1) 个节点的合法的树，插在任何一条边里或
挂在任何一个节点底下都能得到一棵 (n + m) 个节点的合法的
树。于是这样归纳下去即可证明。
可以获得额外的 10 分，而只写这个式子就可以直接获得 50 分，
拼上 m = 2 和大暴力就可以获得 70 分，真是太良心了！!1
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k = 0
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(2n − 1)(2n + 1) · · · (2n + 2m − 3).

接下来我们来证明它。
对于一个满足条件的树，考察 (n + m)，其度数必须不超过 2，
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用同样的思路做一下 k > 0？

仍然考虑 (n + m)，此时其可以接多个儿子，但题目条件告诉我
们，至多只有一棵子树的编号不落在 [n + m − k,n + m − 1] 里。

考虑删除 (n + m) 的时候把编号完全落在 [n + m − k,n + m − 1]
的子树全删了，这样删掉之后剩下的树（不改变剩下节点的编
号）还是合法的。
枚举这个编号完全落在子树里的子集 S，由于 S 内部不受条件约
束，方案数完全由 |S| 决定，可以预处理求出。分别转移
(n + m) 没有 < n + m − k 的子树（也就是剩余部分的一个叶子）
或者恰有一个（也就是从剩余部分的一条边上插进去）的情况。
注意恰有一个的情况实际上算的是 ≤ 1 个的情况，而且会把没
有的情况算多次。所以还需要容斥一下。
状压 [n + m − k,n + m − 1] 是否被删除，每一次转移枚举子集或
高维前缀和并额外记录子集大小。复杂度 O(m3k) 或 O(m2kk2)，
期望获得 85 分。
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状压 [n + m − k,n + m − 1] 是否被删除，每一次转移枚举子集或
高维前缀和并额外记录子集大小。复杂度 O(m3k) 或 O(m2kk2)，
期望获得 85 分。



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

前言 刮痧 k = 0 正解

用同样的思路做一下 k > 0？

仍然考虑 (n + m)，此时其可以接多个儿子，但题目条件告诉我
们，至多只有一棵子树的编号不落在 [n + m − k,n + m − 1] 里。
考虑删除 (n + m) 的时候把编号完全落在 [n + m − k,n + m − 1]
的子树全删了，这样删掉之后剩下的树（不改变剩下节点的编
号）还是合法的。
枚举这个编号完全落在子树里的子集 S，由于 S 内部不受条件约
束，方案数完全由 |S| 决定，可以预处理求出。分别转移
(n + m) 没有 < n + m − k 的子树（也就是剩余部分的一个叶子）
或者恰有一个（也就是从剩余部分的一条边上插进去）的情况。
注意恰有一个的情况实际上算的是 ≤ 1 个的情况，而且会把没
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期望获得 85 分。
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思路 1 - 条件转化

对于一棵树是否满足第二个条件，我们关心的是每个点的所有儿
子的子树编号 min 的次小值。当这个次小值不小于当前节点 −k
的时候这个点就是合法的。

考虑一个链剖的结构：对于每个节点 x，设其子树最小编号为
min(x)。若 min(x) < x，且 min(x) 在其儿子 y 的子树里，就将
x → y 的边标为重边，其余边标为轻边；如果 min(x) = x 则所有
儿子边都标为轻边。
这样我们得到了这棵树的一个链剖分，且对于第二个条件，我们
可以转化为：对于每个节点 x 以及一条轻边 x → y，我们需要 y
的重链底的编号 ≥ x − k，即对于每条重链 p⇝ q，我们需要
p ≥ faq − k。
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这样我们得到了这棵树的一个链剖分，且对于第二个条件，我们
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思路 1 - k = 0

我们首先考虑 k = 0 的情况。由于初始 fai < i，这棵树的链剖是
若干个单点。
我们考虑按照编号顺序依次插入每个点，并维护链剖形态。每次
新加入的点有两种行为：

• 插在某个链里面，方案数为 n − 1（对应插入一条边中）；
• 新增一条链让当前节点作为链底，此时这条链的链顶父亲编
号必须要小于当前节点编号，方案数为 n（对应作为一个叶
子）。

这可以无重无漏地枚举出所有满足条件的树，和上面 k = 0 的证
明是一样的。
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思路 1 - k > 0

考虑 k > 0，此时新增链的链顶父亲可以大于当前节点编号。
设当前加入的点是 p，新增链的链顶父亲是 p + δ，那么，p + δ
的子树 min 小于 p。
所以我们先把 p + δ 插进当前某条重链之后，让 p 作为其儿子。

因此对于新的点，现在的选择是：
• 插在某个链里面；
• 新增一条链让当前节点作为链底，其链顶的父亲是已经存在
的节点；

• 新增一条链让当前节点作为链底，其链顶的父亲是不存在在
其中的节点，此时我们先把这个节点插进去之后再让当前节
点作为其儿子。
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思路 1 - k > 0
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思路 1 - k > 0

注意到由于加 p 时当前已经加入的节点编号不超过 (p + k) 所以
第二步可以任选一个已经加入的节点作为父亲。

按照上面的方法可以得到一棵合法的树，且每棵合法的树恰有一
种方法得到。我们可以用类似 k = 0 的证明，如果 (n + m) 是由
第三种情况加入的，设其子树次小 min 为 n + m − k，那么把
n + m 绑在 n + m − k 上然后在 n + m − k 被删掉的时候（此时
n + m 度数为 2 ）处理掉。
插入 p 时用状压维护 (p + 1) ∼ (p + k) 中哪些点被提前插进去就
可以维护三种选择的方案数，复杂度 O(m2kk)，可以通过所有测
试点。
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思路 2 - 只考虑第一个条件
我们先忽略掉第二个条件。注意到第一个条件其实说的是 T′ 在
1 ∼ n 里虚树是 T。

我们考虑从小到大加点并维护虚树。具体地，考察如下过程：
1. 维护若干个点在 T′ 中构成的虚树 S，最初 S = T。
2. 找到编号最小的还未加入 S 中的节点 x。
3. 给 x 决定一种插入 S 中的方式。这个写在下面。
4. 若 S 的节点数不是 (n + m)，回到步骤 2，否则 S 是一棵以

T 为主干的树。
第三步有如下几种方式：

1. 选择某个已经在 S 里的节点，作为其直接儿子；
2. 选择某条 S 中的边 (u, v)，断开它并连上 (u, x)(x, v)。
3. 再选择某个不在 S 中的节点 y，选择某条 S 中的边 (u, v)，
断开它并连上 (u, y)(x, y)(v, y)。

这相当于按照从小到大的顺序枚举了虚树形态，故无重地生成所
有以 T 为主干的树。
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思路 2 - 现在考虑第二个条件
在有 LCA(i, j) ≤ max(i, j) + k 的限制下，对于步骤 3，我们要求
y ≤ x + k。我们接下来说明，只需要满足这一个选 y 的条件，那
么我们任意选择上面的插入的方式，都可以获得一个合法的树。

具体地，我们发现在这样的约束下，在第二步找出 x 后，S 中最
大的点编号为 x + k − 1，且叶子节点的编号一定都小于 x。依次
考虑所有三种操作：

1. 由于 S 中最大的点编号是 x + k − 1，加入 x 引入的
LCA(x, ·) 一定不超过 x + k − 1，所以一定合法；

2. 由于是加在一条边中间，所以不会有 LCA(i, j) 满足
i ̸= x, j ̸= x,LCA(i, j) = x，所以一定合法；

3. 这个则是 1 和 2 的结合。我们会有一个问题是，y 是否有可
能可以放大于 x + k 的元素，这由“叶子节点编号小于 x”
可以得出是不行的。

这样我们从小到大考虑每个点，状压维护后面 k 个点是否加入了
S 里即可。复杂度 O(m2kk)，可以通过。
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思路 2 - 现在考虑第二个条件
在有 LCA(i, j) ≤ max(i, j) + k 的限制下，对于步骤 3，我们要求
y ≤ x + k。我们接下来说明，只需要满足这一个选 y 的条件，那
么我们任意选择上面的插入的方式，都可以获得一个合法的树。
具体地，我们发现在这样的约束下，在第二步找出 x 后，S 中最
大的点编号为 x + k − 1，且叶子节点的编号一定都小于 x。依次
考虑所有三种操作：

1. 由于 S 中最大的点编号是 x + k − 1，加入 x 引入的
LCA(x, ·) 一定不超过 x + k − 1，所以一定合法；

2. 由于是加在一条边中间，所以不会有 LCA(i, j) 满足
i ̸= x, j ̸= x,LCA(i, j) = x，所以一定合法；

3. 这个则是 1 和 2 的结合。我们会有一个问题是，y 是否有可
能可以放大于 x + k 的元素，这由“叶子节点编号小于 x”
可以得出是不行的。

这样我们从小到大考虑每个点，状压维护后面 k 个点是否加入了
S 里即可。复杂度 O(m2kk)，可以通过。
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End

Thanks for your listening!
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