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《世界沉睡童话》解题报告  
一、题目描述  
泠珞给了你一棵大小为  的有标号有根树 ，  中的结点从  标号，其中标号为  的结点是它的根。

在最初的时候，  的每个结点上写有一个  之间的整数，称作这个结点的点权。保证  个结点的点权构成一个  的排列。设标号为 
 的结点的点权是 ，那么  构成一个  的排列。

需要注意的是，对于  中的每个非叶子结点 ，  的儿子  之间都是有顺序的。设  有  个儿子，那么  的  个儿子从左到右依次称为 
。

现在以  为根 DFS 这棵树 。当访问到一个结点  的时候，我们按照  的顺序，依次递归地 DFS 其未
被访问过的  个儿子结点。这个过程将会得到唯一的一个 DFS 序列 ，其中  表示第  个被访问到的结点的标号是 。

接下来你需要进行恰好  次删边操作，第  次操作将会删去  与  的父亲  所连的边 。

在第  次删边操作进行之前，你需要决定是否交换  的点权与  的点权。如果你选择交换，那么  与  的值将会互
换，然后  将被删去；否则  将被直接删去，不改变点权。

你一共需要做出  次选择，做出这  次选择的方案数共有  种。

当  条边尽数被删去以后，设  表示最终标号为  的点的点权。我们定义集合  为所有通过交换操作可以得到的最终点权的排列构成的
集合。换言之，一个  的排列  当且仅当存在至少一种做出选择的方案使得最终每个  都 。

最后泠珞给了你一个  的排列 ，你需要在下列三个小问中选择一个进行回答：

第  小问：判定  是否 。
第  小问：求出  在  中的后继。即求出字典序大于  并且  的排列  中，字典序最小的那一个。如果  中存在字典序大于  的排
列 ，你需要报告存在并输出字典序最小的那一个 ；否则你只需要报告不存在。
第  小问：求出  在  中的排名。即求出一共有多少个排列 ，满足  的字典序小于 ，对大质数  取模。

二、数据范围  
对于所有数据，保证 ；  个结点的儿子信息确实描述了一棵树 ； ，  均构成一个  的排列。

以下是各子任务的具体情况以及特殊性质：

『二叉树』：保证  中每个结点的儿子个数都 。
『完全二叉树』：保证  与一棵大小同样为  的完全二叉树同构，并且  对应完全二叉树的根。
『DFS 序 』：按照题目描述中所述方法对  进行 DFS，第  个被访问到的结点一定是标号为  的结点，即 。

三、解题过程  
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一、解决第  小问  

记  表示初始时点权为  的结点的标号，则  与  互为逆排列。
再记  表示标号为  的结点在 DFS 的过程中第几个被访问到，则  与  也互为逆排列。
如果一条边在被删去之前交换了两端点的点权，则将这条边染黑；否则将这条边染白。做出  次选择一共有  种方案，一一对应 

 种不同的染色方案。根据一种染色方案进行交换，称最终点权构成的排列  为该种染色方案得到的结果。

结论 . 。即任意两种不同的染色方案得到的结果也一定不同。

两种染色方案是不同的，说明至少存在一条边 ，在第一种方案中这条边染白，在第二种方案中这条边染黑。

连接  子树和外部的途径只有  一条。我们将  子树内结点的初始点权标为 ，  子树外的标为 。如果交换 ，最终 
 子树内就会恰有一个 ；否则就会全部是 。因此交换  与不交换 ，最终点权肯定不会完全相同。

我们可以由此导出第  小问的做法：给定一个排列 ，我们先 DFS 一遍，对每个结点  求出  子树内所有  的最大值、最小值。若最小值 
 且最大值 ，则说明  必须染白；否则说明  必须染黑。

得到每条边的颜色之后，我们再检查一遍交换过后的结果是否确实  即可。时空复杂度均为 ，可以获得  分。

我们再定义一个『部分染色方案』：一条边可以被确定染白，也可以被确定染黑，或者尚未确定被染成什么颜色。定义一个部分染色方案的自
由度等于未染色的边的总个数 ，那么将该部分染色方案完善成完整的染色方案的方式共有  种，且这  种完整的染色方案所得到的最终点
权构成的排列  一定两两不同。

二、刻画权值在点权交换的过程中运输的路线  

假设  条边是否交换都已经固定下来。

考虑权值  在点权交换的过程中运输的路线：初始时  就在  的位置，经过一系列枢纽结点的中转，  最终将到达另一个结点 ，我们称 
 为起始地，称  为目的地，称  这条树链上所有的结点为枢纽结点。注意  可能 。

首先结点  是第  个枢纽结点。第  次我们找  周围  条邻边中的第一条黑边，该条黑边所指向的结点就是第  个枢纽结点。从第  
次开始往后，第  次我们从某条黑边进入第  个枢纽结点 ，我们找  周围  条邻边中该条黑边的下一条黑边，则该下一条黑边所指
向的结点就是第  个枢纽结点。不断这样找下去，直到某次 ❝下一条黑边❞ 不存在，即进来的黑边后面全是白边为止，说明我们已经到达
了最后一个枢纽结点，也就是目的地。

一个枢纽结点  周围  条邻边被交换的顺序是：先交换 ，然后从左到右依次交换 。我们
所谓寻找 ❝第一条黑边❞ 以及寻找 ❝下一条黑边❞ 的顺序同样是这个顺序。

现在我们要反过来想，固定一个目的地 ，我们要找到  的起始地是哪个结点 。我们反过来考虑这个过程，倒着找到所有的枢纽。最后  个
枢纽一定是  本身。第  次我们找  的邻边中最后一条黑边，它所指向的是倒数第  个枢纽结点。从第  次往后，我们从进来的黑边开始找
上一条黑边，它所指向的正是上一个枢纽结点。我们这样一直顺藤摸瓜，最终不存在 ❝上一条黑边❞ 的枢纽结点就是起始地。

注意到从倒数的  开始，在这个过程中绝大部分的时候，都是从  的某个儿子到  的边出发，找到的上一条黑边就是  本
身。因为一旦找到的黑边不是 ，意味着对于  而言是从它的父亲  到它的边  进来的，追溯的过程在  就结
束了。同理如果  而 ，那么追溯的过程在  就结束了。

我们可以整理从  开始往前追溯的过程一路上访问的所有边，这里我们用结点的标号  来表示  这条边：首先从右到左倒序访问  
的所有儿子，然后访问  自己，然后倒序访问  左侧的所有兄弟，然后访问  以及  的所有左兄弟，以此类推............

当我们访问的是一个儿子或者一个兄弟的时候，如果访问到的边是黑色，那么追溯的过程立刻就结束了，目的地  的起始地就是这个儿子或者
这个兄弟本身；否则如果是白色则过程继续。当我们访问的是一个祖先的时候，如果访问到的边是白色，那么追溯的过程也立刻就结束了，目
的地  的起始地即是这个祖先本身；否则如果是黑色则还要继续。

我们把上一个自然段所做出的观察称作结论 。结论  意味着我们可以把一路上访问到的所有边倒序罗列下来，对于每条边我们都有一个预期
颜色，一旦找到第一条不符合预期颜色的边，整个追溯的过程就结束了，而  的起始地也就是这条不符合预期颜色的边靠下的端点；否则追溯
的过程还要继续。由于最后一条边  一定是白色，不符合预期颜色黑色，因此追溯的过程不可能一直继续下去。
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三、解决第  小问  

现在我们来解决第  小问。我们维护一个『部分染色方案』，实时记录当前还剩下的自由度 。

操作  表示：固定 ，即固定  的起始地为初始时点权为  的结点 。

当我们执行  的时候，一定会将一个子集里的边钦定染黑，将另一个子集里的边钦定染白。如果先前被染黑的边今天又被钦定染白，
或者如果先前被染白的边今天又被钦定染黑，那么就是矛盾的。一个  是矛盾的，说明在之前的所有其他  都满足的前提之下，不
可能使得 ，即使得  的起始地为初始时点权为  的结点 。

解决第  小问和第  小问的共同流程是从  到  扫一遍，扫到  的时候，令  表示所有执行  不会导致矛盾的  组成的集合。

对于第  小问的解决，我们首先要求出  和  不相等的最高位是哪一位。我们希望这个最高位越靠后越好，当我们扫到  的时候我们求出 
，若  说明  的最高位可以是  这一位。然后我们执行 ，固定 ，再进入下一个循环 。如

果扫到  的时候发现  矛盾，那么扫完  我们就应该停止扫描。

我们通过上述过程找到所有可以不相等的最高位里最靠后的那一位 ，然后我们清空所有染色的限制再正着扫一遍。我们依次执行 
，然后我们求出  中  的最小元素  执行 ，然后我们从  开始不断求

出  并且 ，直到  为止。每次执行  意味着 。

解决第  小问则直接很多：设  表示固定  将导致多少条先前未染色的边被确定为染黑或者染白之一，则我们只需要正着
扫一遍，扫到  的时候，我们先将  的贡献计入答案，然后再执行  即可。

现在我们考虑一个暴力的算法。扫到  的时候，我们需要完成两件任务：执行  以及求出 。

我们先把以  为目的地追溯的过程中一路上访问到的所有边拿出来，以下简称『沿路边』。按照追溯的顺序，我们将所有沿路边依次命名为 
，我们这样解读一条沿路边的颜色：绿色表示它的黑白颜色等于预期颜色，红色表示它的黑白颜色不等于预期颜色。

定义第  条沿路边  是合法的，当且仅当它自己是红色或者未染色，并且  都是绿色或者未染色。记  表示  靠下的端点的
初始权值，则  是合法的意味着  靠下的端点可以作为目的地  的起始地，也就意味着  可以 。
求出 ：先找到编号最小的红色沿路边 ，那么  就是  中所有的未染色边  对应的  所组成的集合。
执行 ：设第  条沿路边对应的 ，那么将  染成红色，将  全都染成绿色。在这一步中如果先前被染红的边今
天又被钦定染绿，或者如果先前被染绿的边今天又被钦定染红，那么  就是矛盾的。甚至可能不存在任何一条沿路边  对应的 

，此时意味着  不可能是目的地  的来源地，因此  也是矛盾的。

注意所谓的 ❝染红❞ 实际上指的是将这条沿路边染成与它的预期颜色不同的那个黑白颜色，而 ❝染绿❞ 指的就是把它染成预期颜色。

以上暴力的算法能够在  的时间和  的空间之内通过完全二叉树的数据。对于 DFS 序  的数据，我们可以用一个栈来维
护从  开始追溯的过程中一路上按顺序访问到的边所组成的序列，随着  的扫描该序列的总变化量是  的且所有变化都一定发生在末尾，
稍作简单的实现可以导出一个时空复杂度均为  的做法，可以获得  分，结合第  小问的  做法可以获得  分。

我们用重链剖分可以将上述  的暴力优化到 。

首先注意到每条边至多被染色一次，因此可以在每次染色的时候暴力定位到所有需要从灰边变成黑白边之一的那些边，并执行染色操作。

对于每个结点 ，我们开一个数据结构  倒序维护  的所有儿子。
对于每条以  为顶端的重链，我们开一个数据结构  自下而上维护以这条重链为虫身的一个毛毛虫。我们从重链底端自下而上遍历到重
链顶端，当我们遍历到  时，我们从  的重儿子开始从右到左将  一个前缀中的所有儿子加入数据结构 。

最后我们在所有  的结尾处追加一条边 。在数据结构  内除了  的预期颜色是黑色以外，所有儿子的预期颜色
都是白色。在数据结构  内所有重边以及  的预期颜色都是黑色，而所有轻边的预期颜色都是白色。

 维护的是红绿而不是黑白。当我们决定为一条边染上黑白颜色的时候，我们要在  个数据结构里将其染成对应的红绿颜色。

现在我们考虑跳重链的过程。当我们从  一路跳重链上来的时候，会经过  条轻边和被这些轻边所分隔的等量重链前缀。当经过一条
轻边  时我们在  里查询，而当经过一个重链前缀  时我们在  里查询。

假设我们从  中的第  条边切进这个数据结构 。我们首先用  找到  中  后面的第一条红边 ，如果不存在则 。我们
要求的是  内所有未染色边靠下的端点初始权值的  和 ，可以直接使用线段树维护区间  和区间 。在中间的  那一
步我们需要求出  中  的最小元素  执行 ，由于只有这一步，我们可以直接暴力扫一遍。

该算法的时间复杂度为 ，空间复杂度为 ，可以获得  分。结合第  小问的  暴力可以获得  分。

af://n139


四、解决第  小问  

现在我们来解决第  小问。每个数据结构  所干的事都是一样的：以某个维护  条边的  为例，每次我们从某个位置  切进这个数据
结构 ，用  找到  中  后面的第一条红边 ，我们实际上是对  区间进行查询。

 维护一个长度为 、字符集为  的序列 ，初始时所有 。
每个修改操作给出一个位置 ，你需要支持把  修改为 ，或者把  修改为 。
每个查询操作给出一个区间  和一个权值 ，保证  中只有  和 ，并且 。对于  中每个  或者  的

位置 ，如果  满足，你需要将  的『  中  的总个数』次幂的贡献计入答案，其中  永远不会改变。

单独一个数据结构  所干的事能够归约所谓的『  乘  和』问题，因此我们应该追求一个  的做法。

我们先考虑数点问题，不考虑权值问题，即计数  中满足  的  的总个数。

假如只有查询操作，我们可以开一棵线段树维护序列 ，在每个线段树结点  上开一个有序的 ，存放  排序
后的结果。设线段树结点  的两个子结点分别为  和 ，则  可以直接由  和  二者归并得到。

当我们查询一个区间  时，首先在线段树上定位到  被分解为的  个线段树结点，这  个线段树结点管辖区间的无交
并等于 ，我们在每个线段树结点  的  上进行二分即可查出  的个数。

现在我们要应对修改操作。当  被修改为  时，相当于删除了  这个元素。如果在 push_up()  的过程中不断向上归并 ，单

次操作  不能承受。因此我们设置一个阈值 ，只对于那些  的线段树结点  维护出 ，这样向上 push_up()  的过

程中重构的总区间长度是 ，一次修改的时间复杂度也为 。

当然查询操作的时间复杂度会相应增大。当我们递归到一个  的线段树结点  的时候，如果 ，那么我们不能

直接在  里查询，只能继续递归下去直到长度  的结点。这样一来我们只能把  分解为  个管辖区间，乘上每个 

 内二分的 ，一次查询的时间复杂度为 。

更令人无法接受的是我们外面还套了一层重链剖分！好在由于所有  所维护的序列总长度之和 ，满足  并且 

 需要暴力递归的线段树结点  仍只有  个。一次查询的时间复杂度变为了 。

取  平衡得该算法的时间复杂度为 ，空间复杂度为 ，并不十分令人满意。

以上线段树结构叫做『AKEE 线段树』。只是解决数点问题其实可以直接树套树，然而 AKEE 线段树可以无缝衔接到权值问题。

对于  中的每一个 ，我们记  中所有满足  的  的贡献，即  的『  中  的总个数』之和。只需要在每个线

段树结点  上开一个与  等长的  存放贡献之和，再额外记录  中  的总个数，即可支持 push_up()  归并。

最后我们可以利用分散层叠算法将 AKEE 线段树优化到 。

具体来说，对于  的线段树结点 ，我们再开两个与  等长的 ，分别用来记录  中的每一个  在 
 以及  中二分查找的结果。对于  的线段树结点  我们同样如此做，但是此时  并不是  和 
 直接归并的结果，而是  和  各自均匀的每隔  个元素取最后  个元素，再将二者归并起来的结果。

对于长度  的部分，我们归并重构的总区间长度是 ，不会增大一次修改的时间复杂度 。

在一次查询操作当中，我们可以先在线段树的根结点  中进行二分查找，然后根据在一个线段树结点  中二分查找的结果  确定
出在两个子结点  和  中二分查找的结果，自上而下递归直到长度  的结点。这样一来，由于去掉了暴力二分所带来的 

，一次查询的时间复杂度降到了 。

取  平衡得该算法的时间复杂度为 ，空间复杂度为 ，可以获得  分。

四、参考资料  
本题的灵感来源于 [BalticOI 2016 Day 2] C. Swap。由于在先前的信息学竞赛中笔者做到过 [CSP-S 2019 Day 2] C. 树上的数 以及 [统一省选 
2022 Day 2] C. 最大权独立集问题 两道题目，因而笔者对本题中逐一删边交换点权的模型有一定的认识和理解。在笔者成功解决 [BalticOI 
2016 Day 2] C. Swap 一道题目之后，立刻认识到了此题具有进一步加强的巨大潜力，于是命制了《世界沉睡童话》一题。
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笔者解决第  小问利用了分散层叠算法优化 AKEE 线段树。所谓『AKEE 线段树』的说法来源于中国人民大学附属中学陈于思学长，经过向昱
帆学长在 https://www.cnblogs.com/dmoransky/p/14957063.html 中的介绍被笔者所了解。而本题中对于长度  的线段树结点所使用的
分散层叠算法则是使用了蒋明润  年信息学奥林匹克中国国家集训队论文《浅谈利用分散层叠算法对经典分块问题的优化》中第  小节
所阐述的对动态区间排名问题所介绍的分散层叠算法，将原问题优化到了  的时间复杂度。

https://www.cnblogs.com/dmoransky/p/14957063.html
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