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1 题目内容

1.1 题目描述

给定一棵n个点的边带权的树和一个可行距离值k，称一个集合S是”合

法的”,当且仅当S中任意两个不同元素在树上的距离都大于等于k。

对于m = 1, 2, 3, ...., n,求将这棵树的点集划分为无序的m个非空集合，即点

集中每个点恰好被m个集合中的一个包含，且每个集合都是”合法的”的方

案数,对998244353取模。

1.2 数据范围

2 ≤ n ≤ 100000, 1 ≤ k ≤ 1014, 1 ≤ x, y ≤ n, 1 ≤ z ≤ 109。

Subtask 1(10 pts):n ≤ 10

Subtask 2(15 pts):n ≤ 2000,且所有边的边权均为1。

Subtask 3(15 pts):n ≤ 2000

Subtask 4(15 pts):对于1 ≤ i ≤ n− 1,第i条边满足x = i，y = i+1,且所有边

的边权均为1。

Subtask 5(15 pts):对于1 ≤ i ≤ n− 1,第i条边满足x = i，y = i+ 1。

Subtask 6(15 pts):所有边的边权均为1。

Subtask 7(15 pts):无特殊限制。
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2 题解

2.1 Subtask 1:n ≤ 10

暴力即可。一种简单的暴力是预处理每个集合是否合法，然后直接搜

索所有可能的划分并判断。

一种可能的复杂度是O(n2Bell(n)),注意到Bell(10) = 115975,可以通过。

2.2 Subtask 4:树是一条链，所有边权都为1

事实上，(n, k)时的答案与(n − k + 1, 1)几乎相同，唯一的区别是需要

在开头多输出k−1个0。而(n-k+1,1)由于任何集合都合法，题面的要求恰好

就是第二类斯特林数的定义。

我们将问题转化为将这棵树的每个点染上m种颜色中的一种，距离小

于k的两个点不能同色，这与原问题是几乎等价的，唯一的问题是可能存在

若干种颜色没有使用，也就是存在集合为空集。

为了处理这个问题，我们进行一次容斥，设m染色的答案为fm，题目

中的答案为ansm，那么事实上,ansm =
∑m

i=1 (
m
i )fi(−1)m−i

m!
,进行一些简单的转

化后即可使用卷积解决，这一部分的复杂度是O(nlogn)

那么，对于任何子任务，只要我们能求出对于每个1 ≤ m ≤ n,m染色的

方案数，就可以解决这一子任务。对于之后的每个子任务，我们只考虑如

何计数染色方案。

对于这一子任务，求出方案数是简单的。我们考虑将链上的每个点从

一端到另一端依次染色。在给第i个点染色时，这个点不能与第max(1, i −
k + 1)到i− 1的点同色，注意到这些点显然是颜色互不相同的，也就是说给

第i个点染色的方案数是m+1−min(i, k)，那么染色的方案数就是
∏n

i=1(m+

1−min(i, k)),预处理阶乘后可以使用快速幂O(logn)求出单个m的答案，总

复杂度O(nlogn)
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接下来说明为什么(n, k)时的答案与(n− 1, k − 1)是如此相似的。

事实上，可以观察到(n, k)时将树x染色的方案数就是(n− 1, k − 1)时将

树x− 1染色的方案数的x倍。进行容斥后这一点仍然成立，也就是说不存在

空集的情况下，集合有序时(n, k)时划分为x个集合的方案数(n, k − 1)划分

为x− 1个集合的方案数的x倍，集合无序时左边除以x!,右边除以(x− 1)!,那

么两边就恰好相等了。

因此这一子任务可以不必使用上面较麻烦的做法，直接求一行第二类

斯特林数即可。

2.3 Subtask 5:树是一条链

对于这一子任务，染色方案数没有了边权为1时简单的形式。

仍然考虑从链的一端到另一端依次染色，使用双指针维护当前最靠左

的不能与i同色的点，称它为l,那么显然，对于l到i−1间任意两点x, y,dis(x, y) <

k,也就说l到i−1之间的点两两不同色，那么当前的方案数就是m− i+ l,我们

将所有这样的i−l组成一个数列,称它为a1到an,那么对于一个m，如果它小于

数列a中的最大值，显然不存在染色方案。否则，方案数为
∏n

i=1(m− ai),这

一式子可以看作是一个关于m的n次多项式，可以分治ntt求出。

而要求出m = 1, 2, 3, ..., n时这一多项式的值，可以看作多项式多点求

值。

分治ntt和多项式多点求值的复杂度均为O(nlog2n)。

2.4 Subtask 2:n ≤ 2000,所有边权都为1

对于这一子任务，树不再是一条链，没有了链的情况下简单的染色顺

序。
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事实上，仍然存在一个好的染色顺序，使得我们可以简单地计算出染

色方案数。

我们将点1规定为这棵树的根。

我们考虑将所有点按以1为根时的深度从小到大排序（由于对称性，可

以以任何点为根)，然后依次给每个点染色。因为一个点的深度小于它的祖

先的深度，也就是说排序后的序列满足任何前缀都是一个包含根的连通块。

那么，我们再给第i个点染色时，它就不能与前i − 1个点中和它距离小

于k的点同色。我们称不能与i同色的点的集合为S,下面证明，S中任意两点

的距离都小于k，也就是说S中任意两点都不同色。

我们称第i个点为x,考虑S中的两个点v1, v2,设他们的lca为v0,下面我们

证明dis(v1, v2) < k。

由前面的条件，depv1 ≤ depx, depv2 ≤ depx, dis(x, v0) < k, dis(x, v1) <

k,考虑dis(v1, v2) = depv1 + depv2 − 2depv0,也就是说如果两个点的lca不变，

而其中一个点的深度变大，那么距离也会变大。注意到如果x与v1不在v0的

同一个子树里，那么lca(x, v1) = v0,也就是说dis(v1, v2) ≤ dis(x, v1) <

k,对v2同理。

而v1与v2显然不能在v0的同一个儿子的子树里，因为lca(v1, v2) = v0。

所以对于每个x的可能位置,都有dis(v1, v2) < k,证毕。

那么既然证明了S中任意两点不同色，那么当前染色的方案数就是m −
|S|,对于这一子任务，我们可以使用暴力的方法求出|S|,也就是依次枚举每
个点并依次判断每个点是否属于S,预处理两点之间距离后即可O(n2)解决这

一子任务。

这一子任务中也不需要使用多项式技巧，可以全部用O(n2)的暴力替

代。

4



2.5 Subtask 3:n ≤ 2000

注意到证明中并不依赖边权为1，也就是说做法是几乎相同的。

仍然使用暴力的方法求出每个|S|,之后的内容就和上个子任务几乎相同了。

2.6 Subtask 6:n ≤ 100000,所有边权都为1

现在，我们的瓶颈在于快速求出每个|S|。考虑依次按深度从小到大排
序后依次插入每个点，我们需要支持插入一个叶子，并查询当前到该叶子

距离小于k的点数。

事实上，这可以用点分树实现，对于点分树上的每个点，维护两个大

小为子树大小的树状数组,一个维护当前插入的点到它的距离，一个维护当

前插入的点到它的父亲的距离（用于去除查询点和插入的某个点在分治中

心的同一子树中的情况）即可，复杂度为O(nlog2n)，事实上，这与洛谷上

的点分树模板是几乎一样的。

2.7 Subtask 7:n ≤ 100000

由于边权不为1，所以两点之间的距离可能会很大，不能简单的用树状

数组维护。这一问题有若干种解决办法，如离散化，或者将树状数组替换

为平衡树等。

复杂度均为O(nlog2n)，可以通过本题。
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