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题意回顾

•有𝑁个未知数
•可以发送若干次请求，每次请求包括若干查询
•每个查询给出两个下标，可以知道哪个数更大
•需要在 𝑇个请求和 𝑆个查询数内找到最大值

•测试点 1（15分）：𝑁 = 1000, 𝑇 = 1, 𝑆 = 499500
•测试点 2（最高 85	分）：𝑁 = 1000000, 𝑇 = 20, 𝑆 = 2000000
• 满分需要 𝑇 = 8, 𝑆 = 1099944



算法 1

•对于测试点 1，𝑁 = 1000, 𝑇 = 1, 𝑆 = 499500
•可以一次性发送 𝐶 𝑁, 2 个可能的查询，即可找到最大值

•所有的查询都是必要的：如果某一对 𝑖, 𝑗 未被查询，
则适应性的交互库可能将其分别设为最大值和次大值



算法 2

•对于测试点 2，𝑁 = 10!

•可以每轮将所有数两两比较，较大者进入下一轮
•得到了 𝑡 = 20, 𝑠 = 999999的算法



算法 3

•考虑前两个算法的优缺点
• 平方暴力：𝑡很小，𝑠很大
• 每次减半：𝑡大，𝑠小

•我们可以将两个算法结合起来
• 先做 12	轮减半，剩下𝑁/2!" ≈ 245个数
• 然后平方暴力解决

•得到了 𝑡 = 13, 𝑠 < 1099944的算法



算法 4

•继续考虑两个算法的异同
• 平方暴力：所有元素作为一组，统一询问
• 每次减半：所有元素两两分组，分别询问每一组

•可以统一为：将所有元素每 𝑘个分为一组，组内分别询问
•最优决策可以动态规划，设当前还有 𝑖个元素和 𝑗次请求机会：
𝑓 𝑖, 𝑗 = min

"
𝑓

𝑖
𝑘
, 𝑗 − 1 + 𝑖个元素每 𝑘个分组查询的询问总数

•得到了 𝑡 = 8, 𝑠 = 1099947的算法
• 最优决策为 2	2	2	2	3	6	19	183



算法 5

•上述算法可能漏掉了一些方案
• 例如，15	个元素分为 2 2 2 3 3 3，则取 𝑘 = 2或 3	都无法生成该方案

•我们暴力一点，直接枚举分组的数目：
𝑓 𝑖, 𝑗 = min

"
𝑓 𝑘, 𝑗 − 1 + 𝑖个元素分成 𝑘组查询的询问数

•跑得慢也没关系，可以本地算好后打表

•得到了 𝑡 = 8, 𝑠 = 1099944的算法
• 最优决策为 500000	250000	125000	62500	20833	3472	183	1



最优性

•出题人是这样的：选手 A	题只要构造出 1099944	的方案就可以了，
可是出题人要说明最优性考虑的事情就多了。

•下面我们来说明上述结果的最优性。
•性质 1：对于最优方案，如果某次请求的结果包含了𝑊# > 𝑊$，
则此后不应对 𝑗再做任何查询。
•说明：可将后续所有对 𝑗的查询改为对 𝑖查询，方案不会变差。
•性质 2（无后效性）：最优方案收到每次请求的结果之后，面临
的问题与原问题的形式完全一致（即给定𝑁和 𝑇最小化 𝑠）。
•说明：由性质 1	直接推论可得。



最优性

•性质 3：设交互库足够强，则第一次请求后还需要考虑的元素个
数等于该请求对应的无向图的最大独立集中的顶点数。

•说明：
•对于足够强的交互库，其采取的策略应当为最大化该方案在本次
请求后还需要考虑的元素个数。

•为实现这一策略，交互库可找出该请求对应的无向图的最大独立
集，然后令最大独立集中顶点的权值大于独立集外的顶点权值。
此时下一轮还需要考虑的元素数就等于最大独立集的顶点数。

•容易发现，交互库不存在更优的策略了。



最优性

•性质 4：对于 𝑛个点的无向图，如果其最大独立集恰好有 𝑘个顶
点，则该图能够取得边数的最小值：含有 𝑘个连通块，每个连通
块均为完全图，不同连通块的顶点数至多相差 1。
•说明：
•对于最大独立集恰好有 𝑘个顶点的图，其补图的最大团恰好含有
𝑘个顶点。
•根据图兰定理，各部分顶点数至多相差 1	的完全 𝑘分图能够取得
最大团为 𝑘的图的边数最大值。
•因此，该图的补图能够取得最大独立集为 𝑘的图的边数最小值，
即为所述。



最优性

•性质 5：最优方案的第一次请求对应的无向图的每个连通块必为
完全图，且不同连通块的顶点数至多相差 1。
•说明：假设不为这种情况，则可以找出最大独立集的定点数不变，
但边数更小的查询图。

•性质 6：最优方案的每一次请求对应的无向图的每个连通块必为
完全图，且不同连通块的顶点数至多相差 1。
•说明：结合性质 5	与性质 2（无后效性）可得。

•结论：算法 5	能够找到最优方案。 □



最终交互库的实现

•出题人只需要说明最优性就可以了，可是造题人要造出来“足够
强”的交互库考虑的事情就多了

•首先说明适应性评测的必要性
•假如不是适应性的，那么我们可以……
• 开局直接删除 100	个元素，赌它们不是答案，则查询数立减 100
• 还有一次请求机会时（剩下 183	个元素），赌其中一个不是答案，则查
询数立减 182
• 其他大胆的随机化算法……

•胆量越大得分越高，但运气不好时直接爆零
•这显然是我们不希望看到的



最终交互库的实现

•在最优性说明中，我们假设了交互库有能力求出最大独立集
•然而这对于𝑁 = 10!的一般图来说是不可能的

•通过仔细思考，我们发现在上述分析中，并不依赖交互库一定能
找到最大独立集，而只需要在某个连通块不是完全图时找出至少
含有 2	个顶点的独立集即可
•实际的最终交互库采用了 𝑂 𝑁 log𝑁 的基于顶点度数的贪心算法，
能在每个连通块非完全图时确保找到至少含有 2	个顶点的独立集，
并尽量扩大其顶点数



The	End


