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《月亮的背面是粉红色的》解题报告

1 题目描述

小 L 终于见到了月球的背面，可这里一片荒芜，冷漠乏味。
他想要把这里染成热情的粉红色，为此他翻阅数学书找到了一个函数 ft(n) = 2ω(n)nt，他要根

据这个函数决定染色的过程。
这里的 ω(n) 为 n 的不同质因子个数，例如 ω(1) = 0, ω(2) = 1, ω(8) = 1, ω(6) = 2。
小 L 先把这里划分成了 n× n 片区域，每个区域倒入不同数量的粉色颜料。具体来说，他会在

第 i 行第 j 列的区域内倒入 ft(gcd(i, j))ft(lcm(i, j)) 桶颜料。
不过他已经没有精力去计算了，因此请你直接告诉他总共需要多少桶粉色颜料。
更进一步的，如果上面的答案记成 Ft(n)，小 L 会告诉你一个整数 m ∈ {0, 1}：
- 如果 m = 0，请你输出 F0(n)。
- 如果 m = 1，请你输出 F0(n), F1(n)。
由于答案可能很大，请输出答案对 109 + 7 取模的值。

2 数据规模

• 子任务一 (3 分)：1 ≤ n ≤ 5000,m ∈ {0, 1}。

• 子任务二 (3 分)：1 ≤ n ≤ 107,m ∈ {0, 1}。

• 子任务三 (8 分)：0 ≤ n ≤ 1010,m = 0。

• 子任务四 (8 分)：0 ≤ n ≤ 1010,m ∈ {0, 1}。

• 子任务五 (8 分)：0 ≤ n ≤ 1012,m ∈ {0, 1}。

• 子任务六 (10 分)：0 ≤ n ≤ 1013,m ∈ {0, 1}。

• 子任务七 (13 分)：0 ≤ n ≤ 1014,m = 0。

• 子任务八 (14 分)：0 ≤ n ≤ 1014,m ∈ {0, 1}。

• 子任务九 (16 分)：1 ≤ n ≤ 1016,m = 0。

• 子任务十 (17 分)：1 ≤ n ≤ 1015,m ∈ {0, 1}。
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3 解题过程

3.1 算法一

注意到 ft(n) 是一个积性函数，那么显然有 ft(gcd(i, j))ft(lcm(i, j)) = ft(i)ft(j)，故答案就是

(

n∑
i=1

ft(i))
2

设 St(n) 为 ft(n) 的前缀和即
n∑

i=1

ft(i)，我们只需要求 St 在某个位置的值即可。

ft 在 pk(k ≥ 1) 处的值为 ft(p
k) = 2ptk，用线性筛即可得到所有的 ft(n) 的值。

复杂度 Θ(n)，可以通过子任务一，二获得 6 分。

3.2 算法二

考虑一下 t = 0 的特殊情况，此时 f(pk) = 2。

3.2.1 性质： ∑
i|n

f(i)µ(
n

i
) = µ2(i)

证明：因为对于积性函数 f, g，n = pc11 pc22 . . .，其狄利克雷卷积

(f ∗ g)(n) =
∑
i1≤c1

∑
i2≤c2

· · ·
∑
ik≤ck

f(pi11 p
i2
2 · · · p

ik
k )g(pc1−i1

1 pc2−i2
2 . . . ) (1)

=
∑
i1≤c1

f(pi11 )g(p
c1−i1
1 )

∑
i2≤c2

f(pi22 )g(p
c2−i2
2 ) · · ·

∑
ik≤ck

f(pikk )g(pck−ik
k ) (2)

因此我们只需要验证 f ∗ µ = µ2 在 pk 处成立即可。
因为 µ(pi) 只有在 i ≤1 是不为 0，所以卷积结果为 f(pk)− f (pk−1) = [k ≤ 1] = µ2(pk)，成立。

3.2.2 杜教筛

由于具有上面的性质，我们可以使用杜教筛求解 f 的前缀和，具体的：

n∑
i=1

µ2(i) =

n∑
i=1

∑
j|i

µ(j)f(
i

j
) (3)

=

n∑
i=1

µ(i)S(⌊n
i
⌋) (4)

S(n) =

n∑
i=1

µ2(i)−
n∑

i=2

µ(i)S(⌊n
i
⌋) (5)

预处理 n ≤ B的 S(n)，并使用整除分块优化递归过程，记忆化之后的复杂度可以视为
⌊ n
B ⌋∑
1

√
n
i
=

Θ( n√
B
) ，取 B = n

2
3 即可做到 Θ(n

2
3 ) 的复杂度。

对于 µ(n) 的前缀和，类似的可以证明下面的式子：
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∑
i|n

µ(i) = [n = 1]

之后得到递归式：

Sµ(n) = 1−
n∑

i=2

Sµ(⌊
n

i
⌋)

对于 µ2(n) 的前缀和，其求的就是 ≤ n 的，不含平方因子的数的个数，考虑容斥，钦定若干质
因子的指数至少为 2，因为容斥系数恰好就是莫比乌斯函数，所以可以得到式子：

n∑
i=1

µ2(i) =

√
n∑

i=1

µ(i)⌊ n
i2
⌋

记忆化之后，三部分复杂度独立，复杂度为 Θ(n
2
3 )。

结合算法一可以通过前三个子任务获得 14 分。

3.3 算法三

当 t > 0 时，我们考虑如下做法：

3.3.1 Min25 筛

记 pk 为从小到大第 k 个质数，mn(i) 为 i 的最小质因子。

设 S(n, k) 为
n∑

i=1

[mn(i) > pk]ft(i)，我们要求出 S(n, 0)。

S(n, k) 的贡献分成质数和合数两部分，对于合数，我们枚举最小质因子 pj(j > k) 及其次数 c，
显然这里 pj ≤

√
n。

对于质数的贡献，考虑求出所有质数的贡献的和减掉前 k 个质数的贡献，后者因为 k ≤
√
n 所

以可以预处理，对于前者，考虑 ft(p) = 2pt 是一个单项式，因此设 g(n) = nt, Gk(n) 为用 p1 → pk

做完线性筛后剩下的数的 g(i) 之和，也就是 Gk(n) =
∑k

j=1 g(pj) +
∑n

i=pk+1[mn(i) > pk]g(i)。
我们让 k 从 0 依次增大，这样枚举完 ≤

√
n 的质数后就是要求的了。

G0(n) 就是一个自然数幂和，相比于 Gk−1(n)，Gk(n) 筛掉了所有 mn(i) = pk 的 i，我们从 i

中提出一个 pk，然后一定有 mn( i
p
) > pk−1，这个东西就是 Gk−1(n) 去掉前边质数的贡献，因此我

们有：

Gk(n) = Gk−1(n)− g(n)(Gk−1(⌊
n

pk
⌋)− sumk−1))

其中 sumk 是前 k 个质数的贡献。
这样就完成了递推。
完整的 S(n, k) 的表达式就是

S(n, k) = G∗(n)− sumk +
∑
j>k

∑
c

f(pcj)(S(⌊
n

pcj
⌋, j) + [c ̸= 1])

该算法的复杂度被证明为 Θ(n1−ϵ)，这里不过多表述。
可以通过前四个子任务获得 22 分。
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3.4 算法四

考虑 2ω(n) 的实际意义：
选出两个整数 i, j，满足如下条件的方案数。

• ij = n

• gcd(i, j) = 1

那么可以推出下面的式子：

n∑
i=1

2ω(i)it =
∑
ij≤n

itjt[gcd(i, j) = 1] (6)

=
∑
ij≤n

itjt
∑

u|i,u|j

µ(u) (7)

=

n∑
u=1

µ(u)u2t

⌊n
u ⌋∑

i=1

⌊n
u ⌋∑

j=1

[iju2 ≤ n]itjt (8)

=

√
n∑

u=1

µ(u)u2t

⌊ n
u2 ⌋∑
i=1

it
⌊ n
u2i

⌋∑
j=1

jt (9)

(10)

后面的
∑⌊ n

u2 ⌋
i=1 it

⌊ n
u2i

⌋∑
j=1

jt可以用整除分块做到Θ(
√
⌊ n
u2 ⌋)的复杂度，这样子总复杂度约为

√
n∑

u=1

√
⌊ n
u2 ⌋ =

Θ(
√
n lnn)。
可以通过前六个子任务获得 40 分。

3.5 算法五

我们考虑优化上述做法中计算
∑⌊ n

u2 ⌋
i=1 it

⌊ n
u2i

⌋∑
j=1

jt 的部分，我们依旧从 t = 0 的情况入手。

3.5.1 双曲线下整点数量

以下记 T = ⌊ n
u2 ⌋，那么等价于计算双曲线 f(x) = T

x
下的整点个数。

由于双曲线的对称性，我们记 B =
√
T，并且计算出 y ≤ B 的点的个数 C，那么答案就是

2C −B2。
考虑用若干段一次函数构成的折线拟合双曲线，具体来说，我们维护处当前拟合到的位置

P (x, y)，每次选取一个向量 (∆x,−∆y)，满足 Q(x+∆x, y −∆y) 不在双曲线内，且 ∆y
∆x
最大。

注意到我们需要进行一个对有理分数 ∆y
∆x
二分的过程，考虑直接在 Stern-Brocot Tree 上二分

维护这个过程，具体的，维护两个分数 L = (1,−1), R = (1, 0)，每次选取 M = (Lx +Rx, Ly +Ry)

作为中间向量。

• 如果 P +M 没有走进双曲线内，令 R = M。

• 如果 P +M 走进了双曲线内，此时需要判断是否应该终止二分。
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– 如果 Ry

Rx
≤ f ′(Px +Mx)，那么下一步的中间向量 M ′ = (Mx +Rx,My +Ry) 一定也满足

P +M ′ 在双曲线内，且因为 M ′
x > Mx 所以 f ′(Px +M ′

x) > f ′(Px +Mx) ，因此接下来
的过程一定都满足该条件，故此时我们可以停止二分。

– 否则，我们令 L = M，继续二分。

同时，因为拟合的直线斜率显然单调递增，我们可以考虑维护一个单调栈，每次取栈顶作为当
前的 L，并且把二分过程中所有 R←M 时的 M 都放入单调栈里。
可以证明这样子做的复杂度为 Θ(T

1
3 logT )。

3.5.2 原问题

如果直接把算法四和上面的做法结合，复杂度约为
√
n∑

i=1

( n
i2
)

1
3 logn = Θ(

√
n logn)。

考虑优化该做法，我们把 ⌊ n
i2
⌋ 相同的 i 一起计算。

取阈值 nb，并预处理 n
i2
≤ nb 的答案，剩下的部分照旧，此时就得到了一个预处理复杂度 Θ(nb)，

计算答案复杂度
n

1−b
2∑

i=1

( n
i2
)

1
3 logn = Θ(n

3−b
6 logn)。

取 b = 3
7
就可以得到一个 Θ(n

3
7 logn) 的做法，可以通过子任务九。

3.6 算法六

当 t > 0 时，大致思路不变，唯一不同的是，当用直线拟合出来之后，我们需要快速计算一条
直线下方的点 (i, j) 的 itjt 之和。

我们先通过简单的转化可以转化成经过 (0, 0) 和 (A,B) 下方的点 (i, j) 的 ipjq 之和，记为
F (A,B, p, q) 。
记 G(n, t) =

∑n

i=1 i
t =

∑t+1

i=1 gt,in
i，该系数可以用伯努利数或者拉格朗日插值求解。

考虑使用类欧几里得算法，分成几种情况讨论：

3.6.1 B ≥ A

记 K = ⌊B
A
⌋

此时的贡献分成整点三角形内的贡献和剩下的贡献
前者：

A∑
i=1

iK∑
j=1

ipjq =

A∑
i=1

ipG(Ki, q) (11)

=

A∑
i=1

ip
q+1∑
j=1

gq,j(Ki)j (12)

=

q+1∑
j=1

gq,jK
jG(A, p+ j) (13)

(14)

后者：
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A∑
i=1

⌊Bi
A ⌋−Ki∑
j=1

ip(j +Ki)q =

A∑
i=1

⌊ (B−KA)i
A ⌋∑

j=1

ip
q∑

k=0

(
q

k

)
(Ki)kjq−k (15)

=

q∑
k=0

(
q

k

)
Kk

A∑
i=1

⌊ (B mod A)i
A ⌋∑

j=1

ip+kjq−k (16)

=

q∑
k=0

Kk

(
q

k

)
F (A,B mod A, p+ k, q − k) (17)

(18)

3.6.2 B<A

此时考虑交换坐标系，用矩形内的点权和减掉直线上方的点权和，前者是容易计算的，后者根
据对称性就是 F (B,A, q, p)。

整个递归过程与欧几里得算法类似，复杂度可以被证明为 Θ((p+ q)3 logA)。
因此，在上述算法的基础上就可以得到一个依旧是 Θ(T

1
3 logT ) 的复杂度。

最终我们在 Θ(n
3
7 logn) 的复杂度解决了该问题，可以通过所有子任务获得 100 分。

4 参考资料

命题过程中有与集训队成员赵海鲲、周泽坤同学的讨论。
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